Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project andhelping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep il légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite seveie. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public cl de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //books .google. com| 



J 







H' D'ORDRE 



934. 



THÈSES 



PRÉSENTÉES 



A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE PARIS 

POUR OBTENIR 

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHÉMATIQUES, 

Par m. L. DESAINT. 



1*^' THÈSE. — Sur quelques points de la théorie des fonctions. 
2* THÈSE. — Propositions données par la Faculté. 



Soutenues le// novembre 1897 devant la Commission d'Examen. 



MM. PICARD, Président 

POINGARÉ, , ^ 

> Examinateurs. 
KOENIGS, 



PARIS, 

GAUTHIER-VILLARS ET FILS, IMPRIMEURS-LIBRAIRES 

DU BUREAU DES LONGITUDES, DE l' É C L E POLYTECHNIQUE, 

Quai des Grands-Augustins, 55 

1897 



4 ^ 






APB 1 10 1 1899 



y^ 



-AilA-C-fi*. 



4«\-«^^A>\,..0^ 



ACADÉMIE DE PARIS. 



FACULTÉ DES SCIENCES DE PARIS 



DOTEM 

PROFESSEUR 



»>••< 



MM. 
DARBOUX 

HERMITE. 
I DE LAGAZE-DUTHIERS 



TROOST 

FRIEDEL 

LIPPMANN 

HAUTEFEUILLE. 

BOUTY 

APPELL 

DUGLAUX 

BOUSSINESQ. .. 



PICARD ' 

H. POINGARÉ 

Yves DELAGE. 



BONNIER 

DASTRE 

DITTE 

MUNIER-GHALMAS 
GIARD 



WOLF... 
KOENIGS. 



VELAIN 
N 



1 

/ GHATIN 



PROFESSEURS ADJOXKTS 



JOLY 

PELLAT... 
PAINLEVÉ 



PUISEUX 

FOUSSEREAU. 



Géométrie supérieure. 

Zoologie, Anatomie, Physio- 
logie comparée. 

Ghimie. 

Ghimie organique. 

Physique. 

Minéralogie. 

Physique. 

Mécanique rationnelle. 

Ghimie biologique. 

Galcul des probabilités et Phy- 
sique mathématique. 

Algèbre supérieure. 

Astronomie mathématique et 
Mécanique céleste. 

Zoologie, Anatomie, Physio- 
logie comparée. 

Botanique. 

Physiologie. 

Ghimie. 

Géologie. 

Zoologie, Evolution des êtres 

organisés. 
Astronomie physique. 
Mécanique physique et expé- 
rimentale. 
Géographie physique. 

Galcul diiïérentiel et Galcul 
intégral. 

Zoologie, Anatomie, Physio- 
logie comparée. 
Ghimie. 
Physique. 
Galcul diiTérentiel et Galcul 

intégral. 
Mécanique et Astronomie. 



24959 



PARIS. — IMPRIMERIE GAUTHIER-VILLARS ET KILS, QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55. 



Messieurs POINCARÉ et LAISANT. 



Hommage de profonde reconnaissance. 



Messieurs PICARD et RAFFY. 



Hommage respcclueux 

de leur élève. 



PREMIÈRE THÈSE. 



SUR QUELQUES POINTS 

DE LA 



THÉORIE DES FONCTIONS. 



PREFACE. 

Dans la première Partie de ce travail, j'étudie la distribution dos 
zéros d'une fonction. C'est une façon d'aborder le problème général 
de la résolution des équations. Je ne me suis pas proposé de détermi- 
ner point par point leurs racines; ce problème est beaucoup trop dif- 
ficile à résoudre; mais je limite les régions du plan de la variable com- 
plexe où une fonction peut s'annuler. Le cas d'un polynôme à racines 
réelles est un des rares exemples où l'on soit parvenu à trouver par 
point les zéros d'une fonction; si certaines racines d'un tel polynôme 
sont commensurables, celles-ci s'obtiennent immédiatement; quant 
aux racines incommensurables, pour les avoir on procède ainsi : la 
valeur de la racine cherchée est enserrée entre deux nombres com- 
mensurables, l'un a plus grand, l'autre h plus petit qu'elle; considé- 
rons le segment ab de l'axe des quantités réelles et à chaque zéro 
faisons correspondre un segment analogue; l'ensemble E de ces seg- 
ments représente la précision avec laquelle on a résolu Téquation; a 
notre point de vue E limite la région du plan où sont les racines du 
polynôme. Dans l'exemple cité, la région linéaire E s'approche autant 
qu'on le veut d'une région ponctuelle; analytiquement ce résultat est 
parfait; mais, dès que la fonction dont on étudie les zéros se complique 
légèrement, non seulement on ne peut approcher d'une région ponc- 
tuelle, mais encore il est impossible de déterminer une région linéaire 
à l'extérieur de laquelle la fonction ne s'annule pas. En un mot, F (5) 
étant une fonction uniforme quelconque, on ne peut fixer une région 
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du plan, qui ne soit pas tout le plan, et qui contienne tous les zéros 
possibles de ¥(s). 

Je viens de signaler rinsuffisance des résultats auxquels on est 
arrivé jusqu'ici dans le problème qui m'occupe; il faut en chercher la 
raison dans la méthode presque toujours exclusivement analytique 
qu'on employait, quand, d'après la nature même du problème de la 
distribution, l'élément géométrique devait jouer un si grand rôle; la 
définition de la zone des zéros peut d'ailleurs se faire de bien des fa- 
çons; comme nous le verrons dans le cours de ce travail, on arrive 
à des résultats d'une grande simplicité en rapportant la position des 
zéros à l'ensemble des discontinuités; dans le problème général de 
ia distribution des valeurs de la variable qui font prendre à une fonction 
une valeur donnée^ nous retrouverons, comme élément géométrique fon- 
damental, cette même région de discontinuités. Ce résultat n'a rien 
de surprenant si l'on considère que les fonctions ne se différencient 
véritablement que parla position et la nature de leurs singularités; 
les points singuliers constituent a un certain point de vue l'essence 
des fonctions, et si l'on veut aller un peu loin dans leur théorie, il faut 
employer une méthode qui rattache avec simplicité le problème visé 
à la connaissance de l'ensemble des discontinuités. 

Dans le premier Chapitre, j'expose la méthode géométrique dont je 
fais usage; elle repose sur les considérations suivantes: soit un en- 
semble de segments F partant du point z; si ces segments sont tous 
situés au-dessus d'une droite D, le segment résultant est essentielle- 
ment différent de zéro et se trouve au-dessus de D. J'applique cette 
remarque aux séries de fractions rationnelles, ce qui me conduit à un 
théorème fondamental, dont je fais l'application aux racines d'un po- 
lynôme, aux fonctions algébriques et aux zéros des fonctions uni- 
formes à discontinuités polaires; parmi ces dernières se trouvent les 
dérivées logarithmiques des fonctions entières, ce qui me mène à 
l'étude de la comparaison des zéros des fonctions entières et de leur 
dérivée; les premiers travaux, dus à M. Félix J^ucas, ont été suivis des 
recherches de MM. Berloty (*) et Cesaro (*); je complète celles-ci p;^r 
quelques propositions. 



(') Siir les fonctions holomorphes de genre quelconque {Comptes rendus, t. XCIX). 
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Le second Chapitre vise les fonctions déterminées par des intégrales 
définies portant sur une fraction rationnelle de 5; je présente un théo- 
rème dont je fais l'application aux intégrales elliptiques et hyperel- 
liptiques ainsi qu'aux intégrales hypergéométriques. 

Dans la seconde Partie, le théorème de Cauchy me permet d'utili- 
ser les propositions précédentes, pour donner une solution du pro- 
blème de la distribution des valeurs de la variable qui font prendre 
à une fonction uniforme une valeur donnée. 

Un grand nombre de travaux de l'Analyse ont été consacrés à cette 
question : Une fonction étant donnée par ses valeurs sur un contour, 
trouver sa valeur u en un point z quelconque. 

Le problème qui nous occupe : une fonction est donnée par ses va- 
leurs le long d'un contour; trouver les valeurs de la variable qui lui font 
prendre la valeur a, peut être considéré comme l'inverse du précé- 
dent, et ce titre le rend intéressant. J'appellerai en particulier l'atten- 
tion sur cette proposition : soit F (5) une fonction uniforme pour la- 
quelle l'infini est point ordinaire; traçons un cercle C qui entoure 
toutes les discontinuités de F(:;) et d'ailleurs aussi rapproché qu'on 
le veut du contour convexe de surface minima entourant ces points; 
désignons par M le module maximum de F(2) sur le cercle C de 
rayon R; les valeurs de z pour lesquelles F(js) prend la valeur u sont 

à l'intérieur d'un cercler concentrique à C de rayon Rv/2f n- ■ . V 

De là se déduit avec facilité un théorème général sur la continuité 
des fonctions. 

La seconde Partie se termine par une étude des fonctions entières 
et des intégrales des équations différentielles^ et par l'esquisse très 
sommaire d'une classification polaire des fonctions à m valeurs d'ex- 
clusion. 

Un certain nombre des résultats de celte étude ont été insérés dans 
les Comptes rendus de V Académie. 

Qu'il me soit permis, ici, de remercier M. Poincarépour le bienveil- 
lant accueil qu'il a fait à mes recherches et de lui exprimer ma pro- 
fonde reconnaissance. 



D. 
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PREMIERE PARTIE. 

SUR LA DISTRIBUTION DES ZÉROS DES FONCTIONS UNIFORMES. 



CHAPITRE L 



La méthode géométrique dont je me sers pour démontrer les théo- 
rèmes qui vont suivre est fondée sur la remarque suivante : étant 
donné un ensemble de segments F partant d'un point z, si ces seg- 
ments sont tous situés au-dessus d'une droite D, le segment résultant 
est essentiellement différent de zéro et se trouve au-dessus de D. 
Considérons alors une série de fonctions de s; à chaque valeur de l;i 
variable faisons correspondre un segment, qui est la représentation 
géométrique de la valeur d'une fonction de cette série, l'origine du 
segment étant la valeur considérée de la variable; on définira ainsi un 
ensemble de droites dont la résultante est la représentation géomé- 
trique de la valeur de la fonction déterminée par la somme des termes 
de la série pour la valeur donnée à z. La proposition qui suit est ainsi 
immédiate : 

Une /onction /(z) de la variable complexe est définie par la série 

n 

la série des modules étant convergente. Si R est u,ne région du plan des z 
où la variation de V argument de ^j^{z) est inférieure à t: lorsque n varie ^ 
la fonction f (^z^ ne peut s'annuler quen dehors de cette région. 

Dans ce premier Chapitre, je supposerai que les fonctions (p;,(5) sont 
des fractions rationnelles; sous deux conditions très simples, la propo- 
sition qui précède permettra, avec la plus grande facilité, de limiter 
les régions du plan de la variable où une fonction/(c) peut s'annuler. 

D'après la nature des zéros et des pôles des fractions ration- 
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nelles ÇnC^), deux cas bien distincts vont se présenter : tout d'abord 
ces zéros et ces pôles sont à distance finie et, le plus souvent, /(z) 
présentera des lignes ou des espaces de discontinuité; nous cortsidé- 
rerons ensuite le cas où les pôles et les zéros des fonctions ^n(^) 
tendent vers la même limite à l'infini lorsque n augmente indéfini- 
ment. Nous étudierons d'une façon spéciale le premier cas et voici, à 
ce sujet, le thorème fondamental : 

i. Théorème I. — Soit/(z) une fonction définie par la série 






m,n, .,.,s 



oàAkf,', «0^2, ..., «A» ^M^2> •••> bji' sont des quantités variables aveclesen- 
tiersniy n^ . . .,s; A^^ ^^^ réel et garde unsigne constant quandm^ n, . . , s^ 
prennent toutes les valeurs de la série, la différence k — k' étant la même 
pour toutes les fractions rationnelles; de plus ^ tous les point a ^ a, i., .a^ 
b^b.^. , ,bf^' sont à distance finie; considérons le cercle C(de rayon ^) de 
surface minima entourant tous les pôles et les zéros des termes de la 
série f(z) ; les zéros de f(z) sont à l'intérieur d'un cercle concentrique 

au cercle C, de rayon > où k ■+- k' est la plus forte somme des 

2(A-f-X ) 

degrés des dénominateurs et numérateurs respectifs des fractions ration- 
nelles de la série. 

Voici la démonstration de ce théorème : appelons X et X' les valeurs 
les plus grandes respectivement de k et de k'; puisque k^kf est 
constant pour toutes les fractions rationnelles, X et X' seront les degrés 
du numérateur et du dénominateur d'une fraction rationnelle de/(js). 
Rendons alors les degrés des numérateurs et dénominateurs des frac- 
tions respectivement égaux à X et V; pour cela, multiplions les deux 
termes de chaque fraction o (:;) par les mêmes binômes (:; — y) où les 
quantités y sont prises d'une façon quelconque parmi les zéros a et les 
pôles b. 

Entourons tous ces points a et è du cercle C; en dehors de ce cercle, 
cherchons la région du plan des :; dans laquelle la variation de l'argu- 
ment des fractions rationnelles, lorsque /w, //,..., 5 varient, soit infé- 
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rieure à i: ; à cet effet, du point z menons les deux tangentes au cercle C ; 
les deux points de contact étant c, et Co, supposons que l'argument de 

c^z soit plus grand que l'argument de c^z, ces deux arguments étant 
d'ailleurs positifs et inférieurs à 2u. Géométriquement, Ton voit que 
la plus grande variation de l'argument d'un des binômes z — a on 
z — b^ lorsque m, /i, ...,s varient, est inférieure, en valeur absolue, à 
l'angle a des deux tangentes. Comparons alors les arguments des 
numérateurs et dénominateurs des fractions rationnelles 9(5) de/(5) 

aux termes correspondants de la fraction -jt^z~~^^^ ^^ différence 

absolue maxima entre l'argument du numérateur de chaque fraction 
9(5) et l'argument de A))/(:; — c^)^ est certainement inférieure à Xa; 
de même, cette différence pour l'argument du dénominateur de chaque 
fraction 9(5) et l'argument de (z — Cj)^' est certainement plus petite 
que X'a; par suite, la différence maxima absolue entre l'argument de 

chaque fraction rationnelle 9(3) et l'argument co de \_ — û^ ^^^ 

(X-f- V)a, Or, d'après la position des tangentes l'une par rapport à 
l'autre, les arguments des fractions rationnelles .de/(2) sont inférieurs 

à l'argument de _. — ûT"' ^^ prenant, comme nous le supposons 

dans toute cette démonstration, pour les arguments de 2 — a et 3 — 6, 
des quantités comprises entre les arguments choisis pour s — c^ et 
5 — {?, . Si donc, 0^ , . . . , 6, sont les arguments des diverses fonctions 
rationnelles ç (s), les différences co— 0,,...,a) — 6^ sont toutes posi- 
tives et leur différence maxima est (X-i-X')a; il suffira ainsi de 
prendre z dans une région pour laquelle (X -+- X')a soit inférieure à x 
pour que 0^, . .., 0/ diffèrent entre eux de moins de ?:; or, la courbe 

sur laquelle on a (X -+- X') a = it est un cercle F concentrique à C, de 

R 

rayon ; comme X -4- X' est la plus forte valeur de A -h k\ et 
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2(X-+-X') 

que, en dehors de T, l'on a (X 4- X')a < 7:, d'après la proposition qui 
est en tête de ce Chapitre, les zéros de /(z) sont à l'intérieur du 

cercle F de rayon où X -1- X' est la plus forte somme des 

sin -j^ rj- 

degrés des dénominateurs et numérateurs respectifs des fractions 
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rationnelles de la série /(s), ce qui démontre le théorème. Nous 
allons maintenant présenter plusieurs importantes applications de ce 
théorème, aux fonctions algébriques et aux surfaces d'intégration des 
intégrales doubles. 

2. Tout d'abord, étant donné un polynôme, proposons-nous de 
limiter, dans le plan de la variable, les régions où ce polynôme peut 
s'annuler. J'énoncerai à ce sujet la proposition qui suit : 

Théorème II. — Étant donné le polynôme 

/(5) = Ao5"-H A,x;'»-<-h...-hAp5«-/'-i-.. .H- A«, 



sip est la valeur de k pour laquelle 1/ Ytt P^^^ ^^ P^^^ grande valeur 

quand k varie entre i et ny | Ay^j e/ 1 Ao | étant les modules de kk et Aq, les 
racines de f{z) sont à V intérieur d*un cercle concentrique à V origine et 

V lAal 



de rayon 
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Remarquons, en effet, que, Aq ayant une valeur finie, les zéros du 
polynome/(5) satisfont à l'équation 

Al „ , A'' „ „ A„ 

Aq Aq Aq 

et encore à cette autre équation 

Aq Aq Aq 

qui peut s'écrire, d'ailleurs, 

^ = n 






Or, d'après le théorème général qui précède, les zéros de ?(^) sont 
à l'intérieur d'un cercle F concentrique au cercle C de surface minima 

entourant les zéros des polynômes z'* -\- -^ z"-* quand k prend toutes 
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les valeurs de i à A. Or, les zéros de 5" -h ^ s"-* sont : i*" l'origine 
comme racine d'ordre n — k\ 2*" k points situés sur un cercle de 
rayon y-rrr' ^^^ suite, nous prendrons pour C un cercle concen- 
trique à l'origine, de rayon infiniment peu différent de y \^\ (mais 



SI 



<f' 



plus grande valeur. Le cercle F, d'après le théorème fondamental, 
différera infiniment peu du cercle T' de rayon ^ — —^ et concentrique 
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k l'origine. Le théorème II est, par suite, immédiat. 

Nous allons tirer, de ce théorème II, une proposition sur les fonc- 
tions algébriques d'une et de plusieurs variables. Supposons, en effet, 
que, dans le théorème précédent, Ao, A,, .. ., Assoient des polynômes 
dépendant d'une certaine variable complexe; lorsque cette variable 

décrit un circuit C, la quantité i/~^^ atteindra sa valeur maxima 

pour une valeur Sq de la variable qui entre dans les coefficients et pour 
une valeur k=^p de k\ nous sommes donc conduits au théorème sui- 
vant sur les fonctions algébriques : 

Théorème III. — Soit une fonction algébrique u de la variable définie 

par 

W'-h 9l(x;)M'»-^ . .-hOp(2)w«-^. . .-i-9„{c) zzzo, 

ou (pi, (p2» » • •> ?/>> • • •» ?» ^^^^ des fractions rationnelles de z; quand z 

décrit dans son plan le circuit C ne rencontrant aucun pôle fife 9,, O2, . . ., 

k i 

ç^i, \e radical \'\ 0^) n atteint sa valeur maxima pour z = Zq et k =pf Zq 

étant un point de C. Les circuits décrits par la fonction algébrique u sont 
A l'intérieur du cercle T concentrique à l'origine et de rayon jlLj^*'^»^ • 



sm — 
in 



La démonstration employée pour prouver ce théorème nous conduit 
immédiatement d'ailleurs à la généralisation suivante : 
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Théorème IV. — Soit une fonction algébrique u des variables x^y, . . ., 
3, définie par V équation 

où ç^, ©a, ..., ^p\ ..., 9rt ^^^^ des fractions rationnelles en x, y^ z, 
lorsque Çx, v, :;) décrit dans l'espace à ir dimensions (r étant le nombre 
des variables x^ y^ . ..^ z) un continuum C ne rencontrant aucune dis- 

continuité de (p,, Çj» • • •» 9/i> ^^ radical \j'\ ^h^x^y, . . ., z)\n atteint sa 

plus grande valeur pour x = XQf y^^y^^ ..., 5 = :?<, et k =^ p où 

(a?o,/o» • • •» ^o) est un point du continuum C; les circuits décrits par la 

fonction algébrique u dans le plan de ses valeurs sont à V intérieur d'un 

cercle concentrique a l origine et de rayon ^ ' ' ^ ^ — — • 

sin -^ 

Ici les circuits décrits par u pourront former une aire, si le conti- 
nuum a plus d'une dimension dans l'espace a 2r dimensions, ce qui 
n'avait pas lieu lorsque les fonctions dépendaient seulement d'une 
variable. Voici la dernière généralisation que je présente du théorème 
sur les zéros d'un polynôme : 

Théorème V. — La fonction u des variables x^y, . . . , 5 est définie par 
l'équation 

où G, , G2, . . - , G,4 sont des fonctions uniformes de x, y, ..., z; quand le 
point X, y, . . ,, z décrit dans l* espace à 2r dimensions (r étant le nombre 
de variables x, y^ . . ,, z) un continuum C ne rencontrant aucune discon- 
tinuité des fonctions G^, Gj» . . ., G^,, le radical yj\ Ga(^, y, ...,:;)'// 
atteint sa plus grande valeur pour x = x^, y =yQ, . .., z == z^ et k = p 
où {Xf^y y^, . , ., Zq) est un point du continuum C ; les aires ou les circuits 
décrits par la fonction u dans le plan de ses valeurs sont à l'intérieur 

d un cercle concentrique a l origine et de rayon — — ^^ • 

sin — ^ 
in 

Nous allons appliquer le théorème IV, dans le cas où rf= 2, à une 
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question d'intégrales doubles relative à deux variables complexes. 
Considérons, en effet, l'intégrale double j j q/ ^^ "^ o^i Q(^»7) 

est un polynôme suivant l'une des deux variables, l'intégrale 
étant étendue aune surface dans l'espace à quatre dimensions. Com- 
ment pouvons-nous déformer cette surface sans que l'intégrale change 
de valeur lorsque P(a7, y) est holomorphe en x et j, Q(x,y) étant un 
polynôme en x et une fonction uniforme en y. Pour répondre à cette 
question nous nous appuierons tout d'abord sur cette proposition, éta- 
blie dans toute sa généralité par M. Picard, que l'on peut déformer la 
surface d'intégration sans rencontrer le continuum Q(a;,^) = o, de 
façon que la surface déformée corresponde à l'ensemble de deux 
courbes, l'une sur laquelle se déplace j^, l'autre étant un circuit sur 
lequel x prend ses valeurs. Soit C la courbe lieu de j et C la courbe 
lieu dex. Nous allons maintenant raisonner sur le continuum (CC); 
nous fixons la courbe C lieu dey et nous cherchons les déformations 
de C qui n'altèrent pas la valeur de l'intégrale. Or, d'après le théo- 
rème IV, ^ variant sur C, le polynôme en a?, Q(x,y), étant mis sous la 
forme 

les valeurs de x qui annulent Q(a?, y) sont sur des courbes situées à 
rintérieur du cercle F concentrique à l'origine des x, son rayon étant 

y i?p(.ro)l^ 

- — LMZiLL, où jo 6st un point de Cqui, avec la valeur/? de k, déter- 

sin — 
2n 



y\9k{y)\n 

mine le maximum du radical ^- — L^oiTi 



sin — 



2n 

La courbe C étant laissée fixe, plusieurs cas se présenteront dans la 
transformation du contour C : 

1° C est complètement en dehors de F; alors l'intégrale double est 
nulle; 

2^ C empiète sur l'aire du cercle F. Nous supposerons, comme cela 
se passe dans le cas général, que C ne soit pas tangente à F. Les deux 
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courbes C et F étant fermées se rencontrent en un nombre pair de 
points à distance finie; soit 2(jl ce nombre. Marchons alors sur F dans 
un sens déterminé; nous rencontrerons les points d'intersection dans 
l'ordre A, Aa» . . ., Aog-i Aas, . .., Aa^j^-i Az^lî nous voyons immédiate- 
ment que nous pourrons remplacer C par la courbe obtenue en fer- 
mant la portion intérieure de C dans F par les (jl arcs A, A^, . ., 

A^gAa^.,, ..., Aa^^, Aj^,. Si en marchant sur F dans le sens direct 
(Paire du cercle à gauche) les points A se présentent dans Tordre 
AjAa, ..., Ajpt» le contourC étant aussi décrit dans le sens direct 
(Taire de C à gauche), nous remplacerons C par la portion intérieure 

de C (décrite dans le sens choisi pourC) fermée parles (jiarcs A, Aj 

Aas-^AaSt ..., Aaji-iAajA parcourus, relativement au cercle F, dans le 
sens direct. 

Si la courbe C était complètement intérieure ià F, notre théorème 
sur les fonctions algébriques ne permettrait pas de simplifier la surface 
d'intégration. 

3. Après avoir étudié la distribution des zéros d'un polynôme et tiré 
quelques conséquences pour la théorie des fonctions algébriques d'une 
ou plusieurs variables, je reprends la question de la détermination 
des zéros d'une fonction uniforme dans le cas où les points singuliers 
sont à distance finie. Voici à ce sujet une première proposition : 

Théorème VI. — Soit ¥(z) une /onction uni/orme dont tous les points 
singuliers a^ sont à distance Jinie, cette /onction ne pouvant admettre 
comme points singuliers essentiels que les limites des pôles, de telle sorte 
quon peut V écrire 



f<=)=*-2 2,-7ê^ 



n 



OÙ an est un pôle de degré m^ de multiplicité ^ la série 2 1 A^' | étant sup- 

posée convergente. Si le radical CV ^j~~ atteint sa plus grande valeur 

pour (X = ^, C désignant un cercle (de surface minima entourant les 

pôles Un) de rayon R, les zéros de¥(z) sont à l'intérieur du cercle F con- 

D. 3 
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centrique à C et de rayon — > m^ étant le plus grand degré de 



sin 



multiplicité des pôles. 






Reprenons, en effet, la série qui définit ¥(z) 






Les zéros de F(z) sont ainsi déterminés par l'équation 



Ao+2 






qui peut encore s'écrire 



Cln)^ 






= o, 



li^Ti*lw^,-' 



où nous avons posé c = S | AM. 
L'équation précédente se transforme définitivement en celle-ci 



1 



|AS|[(c-a„)l^± 



il AS 



A. 



(s-a„)V- 



=r O. 



Dans la série de fractions rationnelles du premier membre, les con- 
ditions d'application du théorème I sont satisfaites. Les pôles de ces 
fractions rationnelles sont les points a„; leurs zéros sont déterminés 
par l'équation 



(z-a,.)\^± 



^" I • » »• 



Ao 



-"- =o: 



elles sont à l'intérieur d'un cercle concentrique à a„ et de rayon 



l*/i|AiJ 



v/ 



De là résulte immédiatement, d'après le premier théorème, la dé- 
monstration du théorème que nous avons en vue. 

Si Ao était nul, la proposition qui précède ne présenterait aucun 
intérêt; il faut imposer de nouvelles conditions k F(3) pour obtenir, 
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par la méthode employée, des renseignements sur la position de ses 
zéros. Voici la proposition qui répond au cas de A,, nul : 

Théorème VII. — Une fonction uniforme Y (^z) régulière et s' annulant 
à r infini, na que des discontinuités polaires a^ (^sauf peut-être aux li- 
mites des pôles), d'un degré m ^ de multiplicité ; elle est représentée par la 
série 

II — ao jX=:/«„ 

n [i. 

la série S | A^ | étant convergente. Si les résidus des pôles sont tous diffé- 
rents de zéro et ont même argument, C étant un cercle {de rayon R) cfe 
surface minima qui entoure tous les pôles a„ et les zéros des parties prin- 
cipales relatives à ces pôles, les zéros de F(5) sont à l'intérieur d*un 

cercle Y concentrique à ^j, de rayon > où, m est l* ordre de 

sin— 

2 ( 2 /?i — I ) 

multiplicité le plus élevé des pôles. 

Remarquons, à cet effet, que F(s) peut s'écrire 



F( = ) = 2P''(=)' 



n = l 



OÙ P;, désigne la partie principale du pôle a,,, fraction rationnelle qui 



» » 



s écrit 

!„(.)_ (.--ir„-r 

Or, lorsque n varie, les résidus A)^ sont des quantités imaginaires 
de même argument 0; en faisant sortir e^ du signe L, on a une série 
de fractions qui satisfont aux conditions d'application du théorème I, 
ce qui achève la démonstration du théorème. 

Lorsque le degré w„ de multiplicité des pôles est Tunité, on peut 
donner de la région des zéros une définition intéressante et très 
simple dans ses rapports avec la région des discontinuités de la fonc- 
tion. La proposition qui vise le cas de m = i s'énonce ainsi : 

Corollaire. — Si une série à termes réels de signe constant 2A;,, est 
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convergente, la fonction F(5), définie par V identité 

F(3)=:y— ^, 
^ ' ^Z —an 

a ses zéros à l'intérieur de tout contour convexe entourant les points a^. 

En effet, entourons les pointsa,» d'un contour convexe quelconque C; 
d'après un raisonnement complètement analogue à celui que nous 
avons employé dans la démonstration du théorème 1, il ne peut y avoir 
(le zéros de F(:;) à l'extérieur du contour C, lieu des points d'où C est 
vu sous un angle tc; ce contour C est C lui-même. 

Nous allons appliquer ce corollaire a l'étude de certaines fonctions 
étudiées par MM. Poincaré et Homèn. Auparavant, faisons cette re- 
marque : en dehors de l'ensemble G des points a«, la fonction ¥(z) 
est holomorphe; on peut aller plus loin : les zéros de F(:;) étant a 
rintérieur d'un contour convexe quelconque C entourant G, la fonc- 
tion ne s'annule pour aucune valeur finie de la variable en dehors deC; 
F(:;) est donc représentable par e^^^^ où 0(s) est holomorphe en de- 
hors de tout contour convexe entourant les points a„. 

Je considère d'abord les fonctions de M. Poincaré (') : 



m — ec n =.-\- ce f) =.to 



a'^^^yf 



5 



ma ->r nb -\- pc 

//I--0 /I— MzzO -^ " " 

' m -{- n -\- p 

ut = ao S = te 



P(.^ y ... y 

^ ' ^itd ^d ^ fjia^ nb -^. . ,-\- si 

m -\- n -h. , .-h t 

OÙ a, [3, y, . . ., X sont des quantités réelles comprises entre o et i . 

M. Poincaré a établi que ces séries représentaient des fonctions bien 
délerminées de la variable s, sauf dans les régions respectives définies 
par le triangle (abc) et le polygone convexe (ahc, ../), qui sont pour 
ces fonctions des espaces lacunaires; or, d'après le corollaire du théo- 
rème VII, les fonctions F(z) ne peuvent s'annuler, en dehors du 
triangle ou du polynôme convexe, que pour des valeurs infinies de z. 



{ ' ) Jeta Societatls Scieutiaruni fcnnicœ, t. XII. 



SUR QUELQUES POINTS DE LA THÉORIE DES FONXTIONS. 2 1 

La forme générale de ces fonctions à espace lacunaire est donc e^^^\ 
oiiO(:;) est holomorphe en dehors de l'espace lacunaire correspon- 
dant; cette propriété rattache entre elles les séries considérées de 
M. Poincaré. 

En second lieu, dans le méuie ordre d'idées, examinons la distri- 
bution des zéros de la fonction de M. Homen, définie par l'identité 



F(.)=2 2 2 



m = n p = n 



fft 



P n 
n:=ii tnzzl pnil Z :;, ty- 6^ 

n 

■ 

OÙ M,, Mo, M3 sont des quantités réelles, positives, inférieures à i, et /< 
une quantité réelle positive. 

La fonction F(5), ainsi déterminée, admet le cercle C, de centre Zt, 
de rayon /^ comme espace lacunaire; d'après le corollaire précédent, 
elle ne peut s'annuler en dehors du cercle lacunaire. La forme de F( 3) 
est donc e^^^\ où 6(5) est holomorphe en dehors de l'espace lacunaire 
correspondant à F(2); quand m,, Wo, W3, /< varient sous les conditions 
rappelées plus haut, les fonctions ¥(z), ainsi déterminées, sont ratta- 
chées par la forme 0(5), qui leur est commune. 

4. Dans les paragraphes qui précèdent, nous avons limité la position 
possible des zéros de polynômes et de fonctions régulières à l'infini, 
ayant un nombre quelconque de pôles à distance finie; nous nous 
proposons, dans ce paragraphe, d'étudier les zéros de fonctions uni- 
formes n*ayant à distance finie et à l'infini que des discontinuités po- 
laires, Tinfini n'étant pas limite de discontinuités. Je donnerai, à ce 
sujet, le théorème suivant : 

Théorème VI H. — Soit ¥{z) une /onction uni/orme pour laquelle 
l'infini est pôle d'ordre p sans être limite de discontinuités^ les singula- 
rités à distance finie étant toutes polaires (^sauf peut-être aux limites des 
pôles où elles peuvent être essentielles)^ de telle sorte qu on ait cette identité 



F(5) = A„3'>4-B,3''-' + ...-hB*s''-* + ...-+-B,-+- 2 ^'"'" 



n 



W = |, JJL= 1 
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oà Un est un pôle d'ordre m^, la série 2 | A^ | étant con{^ergente. Si R est 
la plus grande des quantités 



a 






Tt . TT .71 

sm — sm— sin 



2p 2(^-f-/>) 2(ix-^p) 

lorsque k varie entre i et p^ i entre i et m,^, n entre i e/ oo, les zéros de 
F(:;) ^o/î/ à l'intérieur d'un cercle T concentrique à V origine et de rayon 

j M étant [ordre de multiplicité le plus élevé, 

sin 



2 ( 2 M -h /^ ) 

Considérons la série qui définit F(z) 

« = go, U, -/«„ 

F(3)=iAo5A'H-B,:;''-^-f-...-hBA-^''-'^-f-...4-Bp+ 2] 



n -1, 11 = 1 



Les zéros de F(:;) sonl déterminés par l'équation 



-^^ ( = — «« )'^ ■ 
que nous écrirons 

" Ao Ao Ao Ji^{z — a„)\^ 



avec 



o=n-:S Aïl. 



n 



L*équation précédente se transforme définitivement en celle-ci : 



n = 00 



<■> --■-'^--''^*2(l*ïi-.-;Tf^)- 



n = l 



Le polynôme et les fractions rationnelles du premier membre satis- 
font aux conditions du théorème I. La différence des degrés des nu- 
mérateurs et dénominateurs respectifs est/?, le rapport des termes de 
degré le plus élevé dans les termes correspondants étant un nombre 
réel positif, i ou | AjJ|. Il nous reste donc à étudier les zéros du poly- 
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nome et des fractions rationnelles du premier membre de l'équa- 
tion (i). 

Les zéros du polynôme 



f{z) — zP-h...-i ^=-T 1-...+ 



Ao 



sont, d'après le théorème II, à l'intérieur d'un cercle concentrique à 
l'origine et dont le rayon est la plus grande des quantités 



^ 



^/\B,\(i~^l\\^\)p 



sin — 
ip 

lorsque k prend toutes les valeurs entières entre i et p. 
La fraction rationnelle 

a pour zéros les racines de l'équation 
qui s'écrit encore 

zP-^V- -^ . . . -I- (_ a^y ^-^ -^—-. zV-^P-^ -f- . . . H A - ^' 

Or, les racines de cette équation sont à l'intérieur d'un cercle con- 
centrique à l'origine dont le rayon est la plus grande des quantités 



i-iv/ ""-;:.::'/:;^"" 'v/^^- 



TT . TT 

sin— 7 : sin 



Si donc R est la plus grande des quantités 



\^u 



V B* [1+1 \y;]p 

9 

TT 


V 1,2, ...,Z 

TU 
<^i 11 


'^1 II 


3111 

2p 


Mil . 

2(p-^ix) 


ol II — ■- ■■ 
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les zéros et les pôles des fractions rationnelles du premier membre de 
l'équation (I) sont à Tintérieur d'un cercle concentrique k l'origine 
et de rayon R. L'application du théorème I achève la démonstration. 

5. Dans les paragraphes précédents, nous nous sommes placés ex- 
clusivement dans le cas où les fonctions étudiées étaient développables 
en séries de fractions rationnelles dont les pôles étaient à distance 
finie, ou tout au moins ne formaient pas de suites s'étendant à l'infini ; 
nous allons nous occuper maintenant de la limitation des régions du 
plan où la fonction ¥(z), définie par la série de fractions rationnelles 



n 



peut s'annuler, les fonctions (f„(z) étant assujetties aux conditions 
suivantes : la différence des degrés entre le numérateur et le dénomi- 
nateur de chaque fraction rationnelle 9(2) est la même, quel que soitw, 
le rapport des coefficients des termes de degré le plus élevé au déno- 
minateur et au numérateur étant réel et gardant un signe constant 
pour toutes valeurs de n; nous supposerons, de plus, que les pôles et 
zéros des fractions 9„(-) tendent tous vers le même point à l'infini I 
pour des valeurs infinies de n. Ce point à l'infini sera situé, par 
exemple, dans la direction a; si nous joignons l'origine dans le plan 

des z au point à l'infini I, la demi-droite 01 aura une direction a; sup- 
posons alors qu'une perpendiculaire P à 01, venant d'un point très 

éloigné sur la droite 01 dans la direction opposée à la droite 01, se 
déplace de telle sorte que son point d'intersection avec 01 varie dans 

le sens 01 sur cette droite. Le premier point rencontré par la droite P, 
parmi les zéros et les pôles des fractions 0;,(5), sera le point a par 
exemple. Je considère alors la parabole C de sommet a, son axe étant 
une droite de direction a passant par a; la concavité de C est de plus 
tournée vers I; le paramètre de cette parabole sera pris assez grand 
pour que tous les pôles et zéros des fractions rationnelles 9„(5) soient 
à l'intérieur de cette parabole C, ce qui sera toujours possible d'après 
la façon dont nous avons défini a. Le raisonnement employé dans la 
démonstration du théorème I nous montre que nous obtiendrons une 
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courbe séparatrice des régions du plan des z, où F(5) ne s'annule 
jamais ou peut s'annuler, par le lieu du point desquels la parabole P 

est vue sous un angle égal h t — t)> oix k et k' sont respectivement les 

degrés du numérateur et du dénominateur de la fraction rationnelle 
?/i(^) à termes du plus haut degré. Le lieu, nous le savons, est une 
branche d'hyperbole dont un des foyers est le foyer de la parabole C; 
la directrice correspondante coïncide de plus avec la directrice de la 
parabole. Si nous rapportons l'hyperbole H que nous avons en vue à 
l'axe de C et à sa tangente au sommet, Téquation de cette hyperbole 
peut s'écrire 

/'— 2/?.ri:= tang'V f ^-h ^) 9 

OÙ p est le paramètre de la parabole et V= -r — -r,- Pour Tune des 
branches de H, l'angle des deux tangentes qui comprend C est égal à 
, ^ , ; pour l'autre branche, l'angle analogue est égal à 

TT 7r(^-HA-'-i) 

TT — -7— — 



^ _{- A' A: 4- A-' 

Il y a donc deux cas à distinguer : 

i** k'hk'=i. Alors les fractions rationnelles 0;,(2) ont la forme 7-—^ 

ou A (5 — è); si ^= 0,^'= I, les fonctions <fn(^) ont la forme ;: — ^> 

où Art garde un signe constant quand n varie; ce cas particulièrement 
simple sera étudié en détail à la fin de ce Chapitre : les zéros de F(z) 
sont à l'intérieur de la branche d'hyperbole G comprenant en cet inté- 
rieur toutes les discontinuités finies ou infinies de F(s); si les pôles 
des fractions Çn(«) tendent ainsi que les zéros vers une même limite à 
l'infini, les zéros de ¥(s) sont à l'intérieur de la parabole C qui vient 
d'être définie; c'est ce dernier cas qui nous occupe en ce moment. 

Si ^ = 1, ^ = 0, les fonctions rationnelles 9„(z) ont la forme 
A«(5 — «„); et la fonction F(jz) se réduit à un binôme dont l'unique 
racine est encore à l'intérieur de la parabole C dont le sommet est un 
des points a^. 

2° k-\-k'=2. L'hyperbole H se réduit à la directrice de la para- 
D. 4 
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bole C comme droite double : cette directrice sépare le plan des z en 
deux régions, dont l'une contient la parabole C. 

La fonction F(z) '=^léOj^{z)ases zéros dans la région de la directrice 
de la parabole G qui contient cette parabole* 

'i^k-^k^2. Alors 77-^^7 < - et -tt — . ^ #./ > ~ • Des deux 
brancbes de Thyperbole, celle pour laquelle Tangle des deux tangentes 
. qui comprend C est égal à t — -n est la branche située par rapport à la 
directrice de C du côté opposé à cette parabole. 

Remarque, — Nous avons supposé, dans l'énoncé des propositions 
qui précèdent, que la droite P, en variant, ne rencontrait tout d'abord 
que le point a; pour cette position P^ de P, il pourrait se trouver sur P 
d'autres points que a, appartenant au groupe des pôles et zéros des 
fractions rationnelles de la série. Appelons, dans ce cas, A et B les 
deux points entre lesquels sont les points a sur P^. Nous pourrons 
prendre, pour la parabole qui entre dans nos propositions, une para- 
bole passant par A et B, dont l'axe est parallèle à 01, sa concavité étant 
tournée vers I. On disposera du sommet et du paramètre pour enfermer 
k l'intérieur de la parabole tous les points a^^ et 6^', pôles et zéros des 
fractions rationnelles de la série F(s). 

Pour simplifier les énoncés des propositions qui vont suivre, j'appel- 
lerai parabole des points a et 6, la parabole C définie comme il vient 
d'être dit dans ce paragraphe. Je résumerai la discussion qui précède, 
dans le cas de A -h A' > 2, en ce théorème : 

Théorème IX. — La fonction f(^z) est définie par la série de fractions 
rationnelles 

f(^\-^ V ^^-^'(^""^t)" '(g — ^A-) 



tn, n, ,,.,s 



où A^A» ^i9 • • • » ^A> ^o • • • » ^A' sont des quantités variables avec m^n^,. .^ s\ 
Akk' est réel et garde un signe constant quand m^n^ . . . , 5 prennent toutes 
leurs valeurs, la différence k — k' étant la même pour toutes les fractions 
rationnelles qui forment les termes de cette série; de plus, il existe au 
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moins une fraction rationnelle pour laquelle ^ H- ^' > 2 ; lorsque m^n^ ...,s 
augmentent indéfiniment les pôles et les zéros des fractions tendent vers 
le point l à Vinfini. Le lieu des points d'où l'on voit Id parabole C des 

points a et b sous un angle comprenant C^ d'ouverture -r — p (k -h k' étant 

la plus forte somme des degrés des numérateurs et dénominateurs respectifs 
des fractions) y est une branche d'hyperbole H; les zéros de F(js) sont 
situés, par rapport à cette branche d'hyperbole, dans la région de la para- 
bole C. 

Nous allons suivre, dans la recherche des zéros des fonctions uni- 
formes polaires quelconques, une voie parallèle k celle qui nous a 
guidés lorsque nous avions à déterminer les zéros de fonctions uni- 
formes à discontinuités polaires ne s'étendant pas à Tinfini. La propo- 
sition qui correspond au théorème VI s'énonce ainsi : 

Théorème X. — Étant donnée une fonction ui\iformeY {z) n'admettant 
comme points singuliers essentiels que les limites de ses pôles, une seule de 
ces limites 1 étant infinie, sans que le point à l'infini soit pôle, on l'écrit 
sous la forme suivante 

71 = 80, IJL = W» 

Au 



F(^) = Ao+ 2 






OÙ a^ est un pôle de degré m^ de multiplicité, la série 2 | AJJI étant supposée 
convergente. De chaque pôle a„ comme centre décrivons un cercle C^ de 

rayon 4/ ■ t '[ ; soit P une parabole comprenant à son intérieur tous ces 

cercles C^, son axe étant parallèle à la direction du point limite I de la 

suite infinie des pôles. Le lieu des points d'où l'on voit P sous un angle -^ 

(M étant l'ordre de multiplicité le plus élevé des pôles) est une branche 
d'hyperbole H; les zéros de¥(z) sont situés, par rapport à cette branche 
d'hyperbole, dans la région de la parabole!?. 

Considérons, en effet, la série qui définit F (s) 



A^ 



F(^) = ^^»^2(7:ft 



)>* 
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Les zéros de ¥(3) sont déterminés par l'équation 
qui s'écrit 

r iiw 
y L iM_=o 



La série de fractions rationnelles, qui figure au premier membre, 
satisfait aux conditions du théorème IX. Les pôles sont ici les points a„; 



n = «o, UL = /n, 



les zéros sont à l'intérieur des cercles C„ de centre a^f de rayon ly ^-v-" 

La parabole C est une parabole comprenant à son intérieur ces 
cercles C„; si nous la désignons, dans ce cas, par P, d'après le théo- 
rème IX, les zéros de V(s) sont situés, par rapport à la branche 
d'hyperbole H, dans la région de la parabole P. 

La proposition précédente peut prendre une nouvelle forme au moyen 
des considérations qui suivent; mettons la quantité Âo sous la forme 
R^î'®, R étant son module et son argument. Développons ensuite R en 
série de termes positifs et réels suivant les entiers de la série F(2). 
Pour abréger, nous écrirons deux entiers /i et (jl dans les termes de R, 
de telle sorte qu'on ait 

Nous remplacerons alors les cercles C,, du théorème X par des 

cercles D^^de centre a^jde rayon iV l" . > la parabole P sera remplacée 

par une parabole P' entourant les cercles D,/, les zéros de 'P(z) sont 
alors situés par rapport à la branche d'hyperbole correspondante dans 
la région de la parabole P'. 

Lorsque Ao est nul, les conclusions du théorème X doivent être 
transformées; voici le théorème qui correspond à cette valeur particu- 
lière de Ao : 

Théorème XI. — Soit F(-) une fonction uniforme qui n^ admet comme 
points singuliers essentiels que les limites de ses pôles, une seule de ces 
limites I étant infinie; de plus, F (s) s^ annule à V infini, sauf en I, de 
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telle sorte que l^on peut écrire 



F(^)= 2 



AJJ 

n = l, {1= 1 



oii Z I AJJl est convergente y a^ étant un pôle d'ordre m„ de multiplicité. Dési- 
gnons par C la parabole des pôles et zéros des parties principales de F(:;) 
relatives aux pôles. Si les résidus des pôles sont tous différents de zéro et 
ont même argument y les zéros de F(3) sont à l'extérieur de la branche 

d'hyperbole, lieu des points desquels C est vue sous un angle -^ — ? où 

M est l'ordre de multiplicité le plus élevé des pôles. 

Remarquons à ce sujet que F (5) donne lieu à la représentation 
suivante : 



n^ « 



F (5) = 2 **"(-)• 



n = \ 



OÙ Prt(5) désigne la partie principale relative au pôle a^; cette traction 
rationnelle est définie, comme Ton sait, par l'identité 

Lorsque n varie, les résidus k\l^ sont, par hypothèse, des quantités 
imaginaires différentes de zéro et ayant même argument 0; en faisant 
sortir ^^ du signe 2, on a une série de fractions rationnelles qui 
satisfont aux conditions d'application du théorème IX, d'où l'on 
déduit immédiatement le théorème XI. 

Remarque. — Le théorème précédent aurait encore lieu si les résidus 
étant tous nuls, la valeur minima de [jl était la même pour toutes les 
parties principales, les quantités A^^* correspondant à cette valeur com- 
mune de fjL étant des quantités imaginaires de même argument. 

Lorsque le degré mJ^ de multiplicité des pôles est l'unité, la région 
des zéros de F(z) se définit très simplement par la région des discon- 
tinuités de la fonction considérée. 
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La proposition qui vise le cas qui nous occupe se présente ainsi : 

Corollaire. — Si une série, à termes réels et de signe constant SA;,, 
est convergente^ la fonction Y {z)^ donnée par V identité 



/! = « 



A, 



(-")=i;j^ 



/i=i 



a ses zéros à V intérieur de tout contour convexe entourant les points a^. 

Le contour convexe est ici infini; si les limites des pôles sont toutes 
finies sauf une 1, le contour convexe, entourant les points a^, dont on 
pourra se servir, sera par exemple la parabole C définie au commence- 
ment do ce paragraphe. 

Je ferai l'application de ce corollaire à l'étude de la fonction cots; 
cette fonction est définie pour toutes les valeurs de la variable par la 
série 



I 
coiz = - H- 



1 (-^--) 



Les discontinuités de cot5 sont les pôles wir, où n prend les va- 
leurs o, ±1, ..., ±:qo. Nous prendrons comme contour convexe 
deux droites parallèles infiniment rapprochées de Taxe des quantités 
réelles et comprenant cet axe entre elles. Nous déduisons donc immé- 
diatement, comme corollaire du théorème XI, cette proposition : . 

La fonction coiz ne s'annule {sauf pour l'infini) que pour des va- 
leurs réelles de la variable. 

On voit encore que cots est représenlable par e^''^\ où 0(s) est holo- 
morphe en dehors de Taxe des quantités réelles. 

Parmi les fonctions Y{z) du corollaire précédent, se trouvent encore 
les dérivées logarithmiques des fonctions entières à multiplicateur ex- 
ponentiel constant, de genre pair, à racines réelles. Nous savons, en 
effet, qu'en désignant par /(s) une fonction entière de genre (o, on a 

cette identité 

y»/ 

'^ > f, ^af,{z-a„) 



SUR QUELQUES POINTS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS. 3l 

Lorsque les racines a^ sont réelles, le genre co étant pair, les quan- 
tités aj^ sont réelles et positives; le corollaire nous apprend que F(:;) 
ou encore /[ ont leurs racines réelles; cette propriété des fonctions 
entières a été donnée par M, Cesàro. 

Remarque. — Lorsque dans le corollaire du théorème XI, les points 
«„ sont en ligne droite, leurs arguments étant ô, si Ao est une quan- 
tité d'argument — 0, les zéros de la fonction définie par 

F(.) = A.-h2Té^ 

^m M — an 

sont sur la droite des points a^,, D. Écrivons à cet effet F(5) sous la 
forme X — «Y; on voit alors que (XY) est la résultante R de segments 
de répulsion venant des points a^, en raison inverse de la distance et 
d'une force [ A^ | parallèle à la droite des points a^^ toutes ces actions 
s'exerçant sur le point mobile z. Si par :; nous menons une parallèle 
à D, les composantes de R sont toutes situées au-dessus de cette pa- 
rallèle P ou sur elle; de plus elles ne pourront être toutes situées sur 
P, qu'en supposant z sur la droite D; R ne peut donc s'annuler que 
pour des valeurs de z situées sur la droite des points a^,, ce qui achève 
la démonstration. 

Cette remarque conduit tout de suite à la proposition de 31. Cesàro 
sur les fonctions entières de genre impair : lorsque les racines de 
telles fonctions sont toutes réelles, les zéros de leur dérivée sont tous 
aussi réels. Nous voyons en effet que, F(^) étant de genre impair co, 
on a l'identité 

F(,)=^=..X;fû^=--{l[ .r'(^'-».) "é]|- 

Les racines a^ sont réelles par hypothèse, et a"""' est, par suite, 

une quantité réelle positive; de plus -73 est réelle. L'application des 

considérations qui précèdent conduit ainsi au théorème de M. Cesàro 
sur les fonctions entières de genre impair. 

Quand tous les pôles a„ sont réels, le corollaire du théorème XI 
donne lieu à cette seconde remarque : si Ao est une quantité réelle né- 
gative et si Bo et a sont des quantités réelles de signe quelconque, les 
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zéros de la fonction déterminée par l'identité 

F(^)=i:Ao(^-a)-^Bo-hyr^V (A«>o) 

sont tous réels si les quantités a^ sont toutes réelles. Mettons F(5) 
sous la forme X — « Y; on reconnaît ainsi que (XY) est la résultante de 
deux systèmes de forces : i® une répulsion proportionnelle à la dis- 
tance, venant du point (t^ ~ ^ -*" ^^j de Taxe des quantités réelles, 

la masse du point étant (— A©); 2^ par des répulsions en raison in- 
verse de la distance venant des points a^^ de Taxe des quantités 
réelles. 

Le point matériel 2 = a?-4- ij est soumis à des forces qui toutes 
sont situées au-dessus de la parallèle à Taxe X des quantités réelles, 
menée par le point :; ou sur cette parallèle, à moins que z ne soit sur 
Taxe X. Ainsi X— lY ou encore F(5) ne peut s'annuler que pour des 
valeurs de z réelles. La même propriété subsisterait si F(5) était don- 
née sous la forme 

C;, étant réel. 

Nous allons maintenant appliquer les remarques qui précèdent à 
l'étude des zéros des dérivées des fonctions entières à racines réelles. 

6. Tout d'abord nous étudierons les fonctions entières de genre o 
et I, dont le multiplicateur exponentiel est de la forme e**"+P^-^Y; les 
dérivées de ces fonctions donnent lieu au théorème suivant : 

Les fonctions entières de genre o et i, dont le multiplicateur exponen- 
tiel est de la forme Ae"^''^P^'*"Y, où A est une constante, a et ^ étant réels 
et a négatif ou nul, jouissent de cette propriété que, si leurs zéros sont 
réels, les zéros de leur dérivée sont tous aussi réels. 

Les fonctions dont nous parlons sont représentables respectivement 
par 

Mz) — Ae«='-^P=-^r YY{^—^^ (genre o), 

/j(^) = Ae«='-^P=+T JJ /"i _ J-'^ e^ (genre i). 



n ] j 
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Les dérivées logarithmiques correspondantes sont 

/i V 2a/ Â^z — ar, 

Sous cette forme on reconnaît, d'après ce qui a été dit, que ces dé- 
rivées logarithmiques ont leurs racines réelles, ce qui entraîne la 
même propriété pour les dérivées des fonctions entières /i(5) et 

J'appliquerai cette proposition à l'inverse arithmétique de la fonc- 
tion eulérienne, en remarquant que r(5) désignant cette fonction, an 
a l'identité 



^='''n[(-0'--] 



où C est la constante d'Euler et /i = i, 2, 3, Sous cette forme 

Y7Z \ apparaît comme fonction entière de genre i où le facteur ex- 
ponentiel est de la forme A^*'"^!*'^^ avec a = o, ^ = C. Ainsi : 

La fonction inverse arithmétique de la fonction eulérienne de seconde 
espèce admet une dérivée dont les zéros sont tous aussi réels. 

D'après les expressions de la dérivée logarithmique de la fonction 
eulérienne de seconde espèce 

(ilogr(5) ,. /, II I \ 

-^^— =.hm„..(^log.---^^^-...-^, 

dz ~ ^ (n -\- 1) {z ->(- n) 

Les équations 



71= • 

iim„=« ( log/i î . . . ^- — ) =0, V 7~,^ : =C, 



C étant la constante d'Euler, ont toutes leurs racines réelles. 

Voici une seconde proposition sur les fonctions entières : 

Les fonctions entières de genre i, dont le multiplicateur exponentiel 
D. 5 
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est de la forme Ae*'"*"P, où a est une quantité réelle positive ou nulle, et 
les fonctions de genre i de multiplicateur Ae**'"^P, jouissent de cette pro- 
priété que si leurs zéros sont réels, les zéros de leur dérivée sont tous aussi 
réels. 

Les fonctions qui nous occupent sont représentables ainsi 

/, {z) = Ae«''-^Y IT (' "" ^) ^^^*^ (genre 2) , 

/,(^):=Ae«-^T JJHi-^V*^ (genre 1). 

Les dérivées l(^arithmiques correspondantes sont 

/t(-X ^L^ — «« ^î J L- -"«/U--«/»)J 

f (z) f 

La dernière remarque du paragraphe 5 montre que 4^^ et y- ont 

toutes leurs racines réelles; il en est de même, bien entendu, des 
dérivées /;(5) et/!j(5). 

Les fonctions entières, de genre quelconque, donnent lieu aux pro- 
positions qui suivent : 

Les fonctions entières, de genre pair (o, dont le multiplicateur exponen- 
tiel du produit infini de facteurs primaires de M. Weierstrass est de la 
forme Ae"***^*"*"^**'^*"^^, où A est une constante, cl et ^ réels et a négatif 
jouissent de cette propriété que, si leurs zéros sont réels, les zéros de leur 
dérivée sont aussi réels. 

Il suffit de se rappeler la représentation analytique des fonctions 
que nous considérons ;/(5) étant une fonction du type étudié. Ton a 

le raisonnement à tenir alors est exactement le même que pour le 
théorème qui précède. 



rCÙ-f-l 
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Lorsque des fonctions entières , de genre impair (o, ont toutes leur ra- 
cines Un réelles (^simples ou multiples)^ le multiplicateur exponentiel du 
produit infini de facteurs primaires de M. Weierstrass étant de la forme 

j^^az-.^pr«-»-^T^ oii A est une constante, ol, ^ réels et ^> ^^ ^ ^ 

les racines des dérivées de ces fonctions entières sont toutes réelles. 

Les fonctions, de genre impair a>, dont on s'occupe, satisfont à 
l'identité 

f 

or Y peut s'écrire encore 









Sous les conditions énoncées dans la proposition, les racines y sont 

réelles; il en est de même des zéros de/^. 

Voici une dernière proposition sur les zéros des dérivées des fonc- 
tions entières. 

Lorsque des fonctions entières, de genre impair o), ont toutes leurs ra- 
cines a^ réelles et positives, le multiplicateur exponentiel du produit infini 
de facteurs primaires de M, Weierstrass étant de la forme ke^^'^*'^^^''^''^^ , 
où A est Une constante, ol, P réels et cl négatif, les racines de leurs dérivées 
sont toutes réelles. 

Il suffit, pour le voir, de se reporter à l'identité utilisée dans le pre- 
mier théorème sur les fonctions entières de genre pair, identité qui 
subsiste pour co impair. 

7. Après avoir ainsi ouvert une parenthèse pour montrer l'applica- 
tion de nos théorèmes à l'étude des dérivées des fonctions entières à 
racines réelles, nous allons revenir à la détermination des zéros des 
fonctionjs polaires quelconques, en supposant à présent que l'infini est 
pôle d'ordre^. Je donnerai, à ce sujet, le théorème qui suit : 
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Théorème XII. — Soit F(5) une fonction uniforme qui n admet 
comme points singuliers essentiels que les limites de ses pôles, limites toutes 
finies, sauf une, I; de plus F(5) admet le point à V infini comme pôle 
d'ordre p et donne lieu à la représentation analytique 

F(5)=:BoS/'+B,c^-^-h...-f-B- 



n = 00 



21" A"'" A^ 1 

L(- — «/i)'"'» (5 — ûr„) J 

où Un est un pôle d* ordre m^ de multiplicité, r^ , r^y . . . , r,^, des quantités 
qui dépendent de n. Si les quantités B© et rp^^(n) ont le même argument 
et, si les racines infinies (^avec n) des termes de la série tendent t'ers I, en 
désignant par C une parabole entourant les zéros de 

Bo zP 4- BizP'^ -^-...-hBp — o, 

ainsi que les pôles et les zéros des termes de la série, les zéros deF(z) sont 
à l'extérieur de la branche d'hyperbole, lieu des points d'où Von t'oit C 

sous un ansle -^ — > M étant l'ordre de multiplicité le plus éle^'é des 
^ 2M-hp ^ ^ 

pôles. 

La démonstration de cette proposition est immédiate : le polynôme 
Bo5''-+-B,z''"*-h...4-Bp et les divers termes de la série forment des 
fractions rationnelles satisfaisant aux conditions d'application du 
théorème IX. 

Le théorème XII va nous conduireavec facilité à quelques propriétés 
de types très étendus de fonctions entières. Considérons une fonc- 
tion Y{z) de genre/?, de multiplicateur exponentiel 



Q0LpZP-^...-+-3,f, 



OÙ cLp est une quantité réelle positive, le polynôme a^s'' -f- ...-+- a^ ayant 
ses racines réelles. La fonction F(5) sera ainsi représentée 

De cette identité on tire la suivante 
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Les quantités désignées parBo et r^^, sont ici poL^ et-^; de plus, 
d'après l'identité 

les racines de chaque terme de la série S se confondent avec l'origine; 
la condition imposée aux racines infinies des termes de S de tendre 
vers 1 est ainsi remplie; quant aux valeurs des quantités B^, et r^,, 
nous distinguerons, à ce sujet, plusieurs cas qui uqus conduiront aux 
propositions suivantes : 

Une fonction Y{z) est entière de genre pair p ; ses racines a^^a^, .*, .a^ 
sont réelles et le multiplicateur exponentiel du produit infini de facteurs 
primaires est de la forme e*F=''+'+*o ^^ q^^ est une quantité réelle positi^^e, 

le polynôme P = ap-z^-j-. . .-f-ao ayant ses racines réelles. En désignant 
par a\ la racine qui, avec a^, limite les racines de la dérivée de P(-) et 
les racines a n de F (5), les zéros de la dérivée de F (5) se trouvent dans 

V angle de sommet aj, d^ ouverture — ^> symétrique par rapport à Vaxe 

des quantités réelles et couvrant sur cet axe les zéros de F(5). 

La parabole C du théorème XII se réduit ici à la portion de l'axe des 
quantités réelles comprises entre a\ et a„; le lieu des points d'où Ton 

voit ce segment sous un angle égal à ^^^ = se compose de 

deux droites symétriques par rapport à Taxe X des quantités réelles, 

faisant entre elles un anjrle > cette ouverture V éarale à étant 

dirigée du côté opposé aux racines a„; la région V est une z^one d'ex- 
clusion pour les zéros de F(5). 
Voici maintenant deux autres propositions que je ne fais qu'énoncer : 

Soit F(s) une fonction entière à racines simples a,, «3, ..., a^, de 
genre quelconque /?, le multiplicateur exponentiel du produit de facteurs 
primaires étant eV+ • -^««^ oii OLp est une quantité réelle positive, le poly- 
nôme V '=CLpzP-\-. ..-{- oLq ayant toutes ses racines réelles. Si les racines 
de ¥(z) sont réelles et positives, les zéros de la dérivée de ¥(z) se trouvent 
dans C angle symétrique par rapport à Vaxe des quantités réelles de som- 
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met a\ {défini comme précédemment)^ romerture de l'angle étant - — ^ 

et dirigée vers les zéros deY(z). 

Un théorème analogue a lieu pour les dérivées des /onctions entières (à 
racines réelles négatii^es ) de genre impair. 

Remarque. — Dans le cas où le polynôme P, du facteur exponen- 
tiel e*''-''"^ •■*■*% a ses racines comprises entre les zéros extrêmes deF(5), 
les racines de la dérivée de P sont aussi comprises entre les limites 
des quantités a^, a^, . .., a^^; le point a® se confondra donc avec la 
limite finie des zéros a,, «3, ..., a„; les racines réelles de F'(5) 
seront ainsi comprises entre les limites des racines de la fonction 
F(z), puisque la région angulaire des zéros de la dérivée F'(5) a pour 
sommet aj et contient la portion de Taxe des quantités réelles où se 
trouvent les points a^fa^, ...»««. Cette propriété rapproche les fonc- 
tions entières des polvnomes et des fonctions entières de genre o à 
multiplicateur exponentiel constant. 

8. Nous avons supposé dans le théorème XII que, la fonction f(z) 
étant mise sous la forme 

Go(-) était un polynôme de degré p, G„( — ^ — ) représentant la 

partie principale de ¥(z) relative au pôle a„. Plus généralement, une 
fonction à discontinuités polaires a^ donnera lieu à l'identité 

F(5) = Go(5) -+-2 [g„ (jzt^) ■+- ro-^'\z^,. -"^ ''"'''] ' 

où Go(z) et une fonction entière et v un exposant variable avec n. 
Nous n'examinerons ici que le cas suivant : G^(z) est un polynôme 
de degré /?, les exposants v se réduisant à un entier constant inférieur 
à/?. L'identité qui précède se transformera en celle-ci : 
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Les zéros de f(z) sont donnés par l'équation 

où G;, ( — î — ) est la partie principale du pôle a^. Or, déterminons une 

série I^s(n) à termes réels et positifs, dont la somme est inférieure à 
l'unité; ainsi 

L'équation des zéros de F(5) se transforme et devient 

B zP~'^ 
(i — k)zP-\ î^ h... 



R 



Sous cette forme, le premier membre apparaît comme une somme 
de fractions rationnelles satisfaisant aux conditions d^application du 
théorème IX; en effet, la différence entre les degrés respectifs des 
numérateurs et dénominateurs est /?, et le rapport des coefficients 
des termes de degré le plus élevé est pour le polynôme (i — k) et pour 
les termes de la série s{n); or (i — k) et s(n) sont des quantités 
réelles positives. Par suite, si Ton peut déterminer les quantités s(n) 
de telle sorte que les termes de la série 

aient leurs racines finies, ou bien tendent vers I quand n augmente 
indéfiniment (I est toujours le point limite des pôles a^), on pourra 
construire une parabole C entourant les racines de 

Bo(i — k)zP-h B^zP-^-^. . .-h Bpnzo, 

ainsi que les pôles et zéros des termes de la série S. 

Nous énoncerons, sous cette forme abrégée, le résultat auquel nous 
arrivons : 

Les zéros de¥(z) sont situés à l'extérieur de la branche d'hyperbole H, 
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lieu des points d'oà la parabole C est vue sous un angle -rr-^ — > M étant 
le plus grand ordre de multiplicité des pôles. 

Remarque. — Jusqu'ici nous avons fait cette hypothèse que les 
pôles et zéros des termes de F(5) tendaient à l'infini vers la même 
limite I; admettons maintenant qu'il y ait (i. directions limites de 
pôles; les suites correspondantes seront ainsi a^, a^, ..., an{oL)^ 
b^, b.29 ..., b„(^), ..., /,, L, ....InÇk). Cherchons alors quelle courbe 
remplacera la parabole C, qui intervient dans nos théorèmes. A cet 
effet, par un point du plan des s, menons les demi-droites de direc- 
tion a, p, ..., Y dans le sens des limites des pôles; soient a et X les 
demi-droites qui comprennent toutes les autres dans l'ouverture de 
leur angle, quand cet angle est décrit dans le sens de Oa à OX. De 
plus, nous supposerons cet angle supérieur à 77, ce qui est le seul 
cas intéressant, comme nous allons le voir. Ceci posé, une parallèle 
à Oa, venant de l'infini et se déplaçant parallèlement à elle-même, 
coupera pour la première fois l'ensemble des pôles dans la position Oa; 
de même, une parallèle à OX venant de l'infini traversera tout d'abord 
le même ensemble pour une position /X. La courbe qui remplacera P 
sera formée par les deux demi-droites aa, /X limitées à leur point d'in- 

tersection 0'. Le lieu des points d'où Ton voit O'a sous un anjrle —rr^ — 

(M étant le plus grand ordre de multiplicité), se compose de deux 
droites O'm, O'/i également inclinées sur le prolongement de O'a et fai- 
sant avec celui-ci un angle -^ ; de même le lieu des points d'où O'X 

est vue sous un angle — j^^ se compose de deux droites O'p, O'q égî"^ 

lement inclinées sur le prolongement O'Xde OX et faisant avec O'X' un\ 
angle égal à -rp — ; les deux régions limitées par l'ouverture (O'm, O'n) 

et l'angle {O'pyO'q) n'auront de partie commune que si -t| > -> 

6 étant l'angle inférieur à 21: deOa avec OX. Ainsi la méthode géo- 
métrique dont nous nous sommes servi ne présentera d'intérêt qu'en \ 

supposant ô < -^tj : sous cette condition, les zéros seront en dehors \ 

de la région commune aux angles (O'/w, 0'^) et (O'p.O'q); en parti- 
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culier, si G = — rj j ^(^) admettra la région symétrique de 

l'angle (O'a, O'X) par rapport à 0', comme zone d'exclusion de zéros. 
Nous allons nous occuper, dans le Chapitre suivant, des intégrales 
définies étudiées par M. Hermite; nous arriverons, par cette voie, 
aux théorèmes sur les fonctions uniformes quelconques, relatifs a la 
distribution des valeurs de la variable qui font prendre à ces fonctions 
une valeur donnée u. 



CHAPITRE IL 



i. Nous étudierons, dans ce Chapitre, les zéros de fonctions F(:;) 
données par des intégrales définies multiples 






* H ( /, M, . . .^iv, z)dtdu ... div 
Çi{tyU, . . ., w, -3) 

(toutes les quantités «1, wj, . . -, <t^i, tv, sont finies), 

où H(/, u, ...,iv, 3)et G(/,M, .. .,iv,s) sont des fonctions holomorphes 
de t, M, . . ., «^ et des polynômes en z de degrés respectifs a et p, le 
rapport des termes de degré le plus élevé en z de H(/, . . ., s) et de 
G(/, . . ., 2) gardant une valeur réelle de signe constant quand t varie 
entre /« et ^2, ... ; déplus, nous supposerons que, A(^ w, . . ., tv) et 
B(/, a, ..., (v) désignant les coefficients de z^ ^iz^ dans H(/, w, .,,,w,z) 
et G(^ M, . . ., M^, z), l'ensemble des racines en t des équations A = o 
et B = o, n'ait qu'un nombre fini de points communs avec le seg- 
ment i^i., de l'axe des quantités réelles, lorsque w, ^, . .., «éprennent 
toutes les valeurs de l'intégration. 

Les fonctions F(3), ainsi définies, donnent lieu à ce premier théo- 
rème : 

Théorème!. — La fonction F(s) est donnée par i intégrale définie 
multiple 

***'*H(/, u, . , .fW^ z)dtdu . , . d^v 






G(^, w, . . ,, w, 5) 



D. 
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OÙ H(/, w, . . ., iVy z) et G(/, a, . . ., iv, 5) sont des polynômes en z de 
degrés respectifs ol et ^^ le rapport des coefficients A (/, m, . . ., iv) et 
B(/, w, . . ., cv) des termes en 5* et z^ dans ces polynômes ne devenant 
jamais infini ou indéterminé dans les limites d'intégration. Si ce rapport 
est réel et garde un signe constant pour toutes les valeurs de t entre t^ 
et t.^^ , . . y de w entre w^ et (Vj, C désignant un cercle de surface minimum 

qui entoure les pôles et zéros de -r-— — ' ' ' "l (lorsque t,u,...,w varient 

de tf à t.^, . . . , rftf fv, à M^j)» ^^^ zéros de¥{z) sont à l'intérieur d'un cercle 
concentrique à C et de rayon y où R est le rayon de C. 

2(a-h(3) 

La démonstration de ce théorème est contenue dans celle du théo- 
rème I du Chapitre I; il suffit de prendre comme termes de la série» 
les éléments infiniment petits 

H ( ^, w, . . .yWyZ)dtdu , , , div 

G{ty Uy . , ,tiVyZ) 

Comme corollaire du théorème I, j'énoncerai la proposition qui 
suit : 

Théorème II. — Si A(/, :/, ^, . . ., i', w) garde un signe constant quand 
t varie de t^ àt^, .. ,<» {v de w^ à w^^, la fonction 

^, , . . '^ kity u. , . .^ vv)dtdu dv , . . dw 



f ... / 



z — G(^, M, . . ., tr) 

a ses zéros à l'intérieur de tout contour convexe entourant la région 

(tu «I, ...,"'A 
ty «, . . . , tv I , 

qui est un espace de discontinuité pour la fonction. 

Ce théorème, ainsi que le corollaire du théorème XI (Chapitre I), 
me semble intéressant à signaler pour les raisons suivantes : il est 
assez rare de rencontrer des fonctions formées simplement et dont 
deux ensembles remarquables de points jouissent, Tun par rapport à 
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l'autre, de propriétés géométriques très simples. Or, c'est ce qui 
arrive ici, où les fonctions considérées possèdent cette propriété que 
l'ensemble de leurs zéros (sauf l'infini) est h l'intérieur de tout con- 
tour convexe entourant l'ensemble de leurs discontinuités. 
Le théorème II conduit immédiatement à ce corollaire : 

Corollaire. — Si H(/) garde un signe constant de t^ à t^y t étant 
une variable réelle, la fonction 

qui admet la ligne 



'=KD 



comme ligne de discontinuité ^ a ses zéros à ^intérieur de tout contour 
conveœe entourant cette ligne. 

A l'effet de démontrer le théorème II et son corollaire, entourons 
les points des ensembles 

(ti9 • • • > ^^'i 
/, M, . . ., iv 
tu ...,w^i 

d'un contour convexe qui les entoure tous ; un raisonnement, com- 
plètement analogue à celui que nous avons employé dans la démon- 
stration du théorème I du Chapitre I, nous montre que les inté- 
grales F(5) considérées ne peuvent avoir de zéros qu'à l'extérieur du 
contour C, lieu des points desquels C est vue sous un angle ir ; ce con- 
tour G est le contour C lui-même. 

Un raisonnement identique va nous conduire aux formules de 
MM. Darboux et Weierstrass sur les intégrales définies. Voici, à cet 
effet, la proposition qui nous y amènera : 

La fonction 



F( 



z)^= I '•• / H(t, u, , , ,<, \v)[z — G{t, Uy . . .yiv)]dtdu . , , div. 



où H(/, w, . . ., M^) est une quantité réelle de signe constant pour les va- 
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leurs de l'intégration, a son zéro à l'intérieur de tout contour convexe 
entourant r ensemble 

z =zG l t, Uf . . ,,iv Y 

\ti, ...,«',/ 

La démonstration de cette proposition est analogue à celle du co- 
rollaire précédent; nous allons déduire de là la formule de M. Weier- 
strass, généralisée : 

Si 0(1, u, ,. , y w) est une /onction complexe de n variables réélis 
/, , u, ..., i^, H(/, u, . .., i^) gardant un signe constant quand t varie de 
/, à /a» • • •> ^ ^'^ ^1 à W2, on a l'égalité suii'ante relative à des inté- 
grales multiples d'ordre a -h ^ -f-. . . •+- X : 



7. v^W. ^w 



' / ... / G(/, «, ...,i^p') H(/,f/, ...,iv) (r/0*(f/w)?... (^Ar)>' 



ow re'^ C5/ l'ajjfixe d'un point situé à V intérieur de tout contour convexe 
entourant la région engendrée par le point d'ajjixe z = G(t, u, ..., iv), 
où t varie de t^ à t^i . . .^ w de vi^^ à w.,, 

La formule de M. Darboux, étendue au cas des intégrales multiples, 
est immédiate en remarquant l'identité 

OÙ K est une quantité imaginaire de module inférieur à i, 

la valeur de G(/, u, ...,w) de module maximum quand t varie de ^ 
à /2»-..f ^'^de M^, à (ï^. ; je présenterai ainsi le résultat auquel nous 
arrivons : 

SiG(t, u, . . , iv) est une fonction de u variables réelles /,£/,..., iv; 
si déplus la fonction E(ty w, ..., «^) et les différentielles dz^^ ..., dz,^ 
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gardent un signe constant, pour les valeurs de rintégration, on a cette 
égalité 

' / ... ./ II(^ W, .. .,IV)(^5,)«.. .(^5„)\ 

oii G(/ot "oî • • •> ^o) ^^^ ^^^ ^^^ valeurs de G(/, w, . . ., tv) t/a/ï5 Vinté- 
gration et K w/ze quantité de module inférieur à i . 

2. Nous avons étudié, dans le premier paragraphe, le cas oit la 
fraction rationnelle en z, v > ^^ ...,ir,^) . ^^^^^ g^^g j^ sjor^e d'in- 

tégration, a ses zéros et ses pôles à distance finie lorsque les variables 
réelles /, i/, . . ., fv prennent les valeurs de l'intégration. Nous allons 
nous occuper maintenant des intégrales pour lesquelles 

H(^, w, . . ., «', z) 

G{t, U, . . ., il', z) 

. a des zéros et des pôles infinis. 

Nous imposons toujours d'ailleurs à la fraction rationnelle 

ij{t, iif . . ., iy,z) 

les conditions indiquées au commencement de ce second Chapitre. 

Théorème III. — SoitY(z) une fonction donnée par l'intégrale définie 
multiple 

/•'* r"* r'*'* H(/, M, y, .,.,iv,z)dtdu...div 

où ii(t, w, .. ., z), G(t, u, ..., w, z) sont des fonctions holomorphes 
des variables réelles /, w, . . ., sv et des polynômes en z de degrés cl et ^, 
les coefficients de z^ et z^ étant respectivement X{t, w,...,çv), B(/, w, ..., tv). 

Si le rapport v , ^/, . . .. »; .^^ ^^ frarde un si^ne constant pour toutes 

^^ B{t{U', . . .,«') ô o /- 

/e^ valeurs qui n'annulent pas X ouB, et si les circuits décrits par les ra- 
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aines z des équations H(/, u, . ..,w,z) = o et G{t,u, .. .,w, z) = o 
admettent une seule et même direction asymptotique pour toutes les va- 
leurs de t, Uy ..., w de Vintégrationy les zéros de ¥(z) sont à l'exté- 
rieur de la branche d'hyperbole lieu des points desquels la parabole P 

des pôles et zéros de «l^^^^i;i^-^i est vue sous un angle ^. 

Je n'ajouterai qu'un mot d'éclaircissement à ce théorème. Donnons 
à z une valeur qui soit l'affixe d'un point situé en dehors de la cou- 
pure 

(il ^, M, . . ., WP', 5 ) =0. 

Appelons z,, ...ytplesp points communs k l'ensemble des racines 
en / de A = o et de B = o (lorsque u,v, .,.,w prennent les valeurs 
de l'intégration), et au segment /,/, de l'axe des quantités réelles; 
considérons alors les éléments de l'intégrale relatifs a toutes les va- 
leurs de M, t', . . ., MP' considérées dans l'intégration et à ces p valeurs 
de t\ leur somme est 



«, ^ w 



or G(Z/, a^^v, . .., m^, 5), .. ., G(/^, m,,^', .. ., w,z) sont diflférents de 
zéro puisque s n'est pas sur la coupure; la somme S est donc infini- 
ment petite et l'on peut négliger, par suite, les termes pour lesquels 
A(/, M, ..., tv) ou B(/, w, •.., MP') s'annulent. Comme pour tous les 

autres éléments le rapport J" ' "' '"' ^^ est réel et de signe constant, 

le théorème est immédiat, d'après un raisonnement complètement ana- 
logue à celui que nous avons employé dans le n^ 5 du Chapitre I. 

Remarque. — Si les circuits des pôles et des zéros admettent des 
branches infinies s'éloignant dans des directions asymptotiques diffé- 
rentes, on pourra encore limiter les régions où F(5) peut s'annuler; 
soient a, ...,X les directions des demi-droites suivant lesquelles 
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les pôles et les zéros de ^ > "- • ••>^^>-') tendent vers l'infini. Soient 

Oa et OX les directions asymptotiques extrêmes; le seul cas intéres- 
sant pour nous est celui dans lequel l'angle positif de OX avec Oa est 
inférieur à tc. Considérons, comme précédemment (Chapitre I, n** 8), 
deux droites respectivement parallèles k Oa et OX, venant de l'infini; 
en se déplaçant elles rencontrent l'ensemble des pôles et zéros en z de 

—^ respectivement en a et /, leur position correspondante étant O'a 

O'X. Le lieu des points d'où l'on voit ces deux droites O'a, O'X, sous 

un angle — ^j se compose pour la première droite O'a de deux 

droites O'/w, O'n; de même le lieu des points d'où l'on voit 0', sous 

un angle ^ ^ > se compose de deux droites (0'/?, O'q) également in- 

clinées sur le prolongement O'X' de OX et faisant avec O'X' un angle 

^ ; G étant l'angle inférieur à tc de Oa avec OX, sous la condition 

6 < ^^ , les deux régions limitées par l'ouverture (O'm', O'n), 

(0'^, O'y) auront une partie commune à l'intérieur de laquelle F(z) 
ne peut s'annuler. 

3. Nous allons appliquer les propositions et les considérations qui 
précèdent à des fonctions non uniformes qui, en dehors de leurs cou- 
pures, sont représenlables par des intégrales définies qui rentrent 
dans la classe étudiée dans ce Chapitre. Tout d'abord nous nous occu- 
perons des intégrales de fractions rationnelles. 

Soit rf(z) une fraction rationnelle dont le zéro et les pôles sont situés 
en ligne droite avec l'origine; proposons-nous de déterminer les zéros 

de l'intégrale f (f(z)dz lorsque la variable z décrit des circuits ne 

rencontrant pas les coupures de cette fonction; à cet effet, nous écri- 
rons 9(5) sous la forme qui suit : 

OÙ «,,«2, .. .,a^, ^,,62, . ..,6j^' sont situés sur une même droite D pas- 
sant par l'origine 0. 
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Nous voyons que l'intégrale 



f{-)=f 9^^)dz 



aura la représentation uniforme 

cette identité (i) n'a lieu qu'en dehors de la coupure définie de la fa- 
çon suivante: appelons b^, hg les deux pôles de Cf{z) situés sur la 
droite D, ne comprenant entre eux ni l'origine ni aucun pôle de 
o{z) ; la coupure de F(5) sera la droite D, moins le segment de cette 
droite compris entre b/^ et bg. Si tous les points 6,, 63, . . .» ^a' se trou- 
vaient d'un même côté de l'origine sur D, la coupure serait la portion 
de D, partant du point b le plus voisin de 0, qui s'étend à l'infini du 
côté des pôles de 9(5). Quand la variable décrit des contours ne cou- 
pant pas les coupures ainsi déterminées, la fonction F(5) est uniforme 
et donnée par l'identité (I). Or, nous pouvons appliquer le théo- 
rème m à la fonction F (5) représentée par l'intégrale définie de l'iden- 
tité (I); deux cas bien nets se présenteront dans l'application que 
nous ferons du théorème III : 1° les points a,, «a» •• -t «a» b^, b.^, > * -.bfç 
ne sont pas tous situés du même côté de l'origine; alors nous désigne- 
rons par A et B les deux points consécutifs de l'ensemble des pôles et 
des zéros de o{z) qui comprennent l'origine ; 2° les points aei b sont 
situés d'un même côté de l'origine ; le point des pôles et zéros de (f(z) 
le plus rapproché de l'origine sera désigné ici par A. De cette discus- 
sion résulte, d'après le théorème III, la proposition qui suit : 

La fraction rationnelle ?(-), dont le numérateur a pour racines a^, 
a 2, . . ., a/çCt le dénominateur è,, b^, . . ., ^a', ^ ^^''^ ^^^ pôles et ses zéros 
situés sur une même droite D passant par le point z^ ; soient A et B les 
deux points consécutifs de l'ensemble (a, , «o» • • •» ^a» i,, ^2» • • •» ^a) ?'^^ 
comprennent z^, et b/^, bg les points correspondants pour l'ensemble 
(6, , èo, . . . , ^a). Lorsque la variable z décrit des contours ne rencontrant 
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pas les coupures ooiy^, è^oc (^situées sur la droite D) de la fonction 



'i^)^f ?(^)^^% 



cette fonction F(j3) ne peut s'annuler quen dehors du losange de som- 
mets A ^/ B dont les côtés font un angle , ' , ^ ai^ec la droite D. 

Le cas où les points a,, «3, . . ., a^» ^<» ^2» ■ • •» ^a* sont situés sur D 
d'un même côté de z^ nous conduit à cette seconde proposition : 

Soit une fonction définie par V intégrale 



F( 



-)=/ ?(-)û?-, 



où (f(z) est une fraction rationnelle dont le numérateur a pour racines 
a^^a^^ . . ., af(9 le dénominateur èj , 62» • • •» ^*'» ^^^ points a^^ a2f . . , ^a» 
i, , ^2, . . ., 6^' e'/a/i/ ^//wei ai^ec jSo ^^^ ^^^ droite D, c/ a^w même côté de z^. 
Désignons par A et h^ les points respectifs des ensembles (a,, «2» • • •> û^a. 
fti, 62» • • •» ^a) ^^ (^1» ^2» • • •» ^a) y^* ^^^^ '«^^ /^'^ rapprochés de Zq, 

Lorsque z décrit des contours ne rencontrant pas le segment de D, h^^ 
tracé du côté des pôles de (f(z)^ la fonction ¥(z) a ses zéros dans l'angle 
de sommet A, symétrique par rapport à D, d'ouverture (^tournée vers les 

points a et b) égale a — ^-r — jp -- 

4. Les deux corollaires du théorème III, que nous venons d'énoncer, 
trouveront leurs applications pour, des valeurs réelles des pôles et 
zéros de 9(-). Si les quantités a,, aa, . . ., «a» ^<» ^2» • ••» ^a' ne sont 
pas du même signe, les points A et B, dont nous avons paillé dans le 
premier corollaire, deviennent ici la limite supérieure des racines 
négatives et la limite inférieure des racines positives du numérateur et 
du dénominateur de 9(5); les quantités 6^, i^ sont les limites ana- 
logues pour les racines du dénominateur seulement. Dans le cas ou 
«^,«2, . ..,«/k, 6|, 62, . . ., bk' sont des quantités réelles de même signe, 
les points b/^ et A du second corollaire sont respectivement les limites 

supérieures des ensembles (6, , 60, ... , ^a) et (a, , r/j , . . . , ^a, 6,, 63, . . . , 6a ), 
D. ■ 7 
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Ici :?o = o, X = 2, ^(z) = (i — z)(i -h z) = — (z — i)(z -f-i); le 
polynôme ^(5) a donc pour racines i et — i; les sommets A et B 
deviennent ici les points i et — 1 de l'axe des quantités réelles; 

rangle . ' ., est égal à -> puisque le polynôme 9(5) se réduit à la 

constante i et que ^(z) est de degré 2. La fonction arcsin^ donne 
lieu à la remarque suivante : 

Lorsque la variable jz, pour prendre sa r^aleur, décrit des circuits ne 

rencontrant pas les segments — x). . . — i et -h 1 . . . -h oc flfe l'axe des 
quantités réel/es, la fonction arc si uz ne peut s'annuler (sauf pour 5 = 0) 
que pour des valeurs de z dont la partie réelle est plus grande que V unité 
en valeur absolue. 

L'intégrale ellijitique 

_ r'^ dz 

donne lieu à une remarque analogue. Ici 

le degré de 4'(^)» ^'» ^st égal à 4; les sommets A et B de la première 
proposition sur les intégrales de la forme 



t/o l 



(^(z) dz 



vsont ici les points — i et -h i de l'axe des quantités réelles, puisque 
^o<! I ; ^A et bg se confondent d'ailleurs, avec A et B; enlin l'angle 

7— ^-r, — ?• De là se déduit cette proposition sur l'intégrale ellip- 
tique normale : 

Lorsque la variable z décrit des circuits ne rencontrant pas les seg- 

^ 

ments — 00 ... — 1 et h- i . . . -h oc r/e Vaxe des quantités réelles, Vinté- 

f^rale elliptique 

_ r"" dz 
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ne peut s annuler {sauf pour 2 = 0) quà V extérieur du carré de som- 
mets opposés -h i et — I . 

Plus généralement, si nous considérons les intégrales byperellip- 
tiques de première et de seconde espèce, où le radical carré porte sur 
un polynôme 4'(^) ^ racines réelles 6|, b^, ..., 6^^, ces intégrales au- 
ront leurs zéros limités ainsi : désignons par b^ la limite supérieure 
des racines négatives et par b^ la limite inférieure des racines positives : 
lorsque z décrit des circuits qui ne rencontrent pas les coupures 

— x;, . . ., b^, bg, ..., 4-00 (sur Taxe des quantités réelles), les inté- 
grales hyperelliptiques, ainsi définies, ne peuvent s'annuler (sauf 
pour :; = o) qu'en dehors du losange de sommets b^b^, dont les côtés 

font un angle p avec Taxe des quantités réelles. 

5. Le théorème III se prête aussi, avec la plus grande facilité, k 
Tétude de fonctions qui se présentent comme périodes d'intégrales 
abéliennes ou comme intégrales hypergéométriques. 

Auparavant, j'ouvrirai une parenthèse pour rappeler le théorème H 
de ce Chapitre, en l'étendant au cas où les discontinuités de l'intégrale 
multiple s'étendent à l'infini. 

Théorème IV. — 5/ A(/, w, .. ., tv) garde un signe constant quand 
t varie de t^ à t^^ ...^wdew^ à w^, la fonction 

p I I ' \{ty Uy . . .^\v) dtdu . . . dvv 



f ... / 



z — (j(^, . . ., <r) 



a ses zéros à l' intérieur de tout contour convexe entourant les points à 
distance finie ou à l'infini 

(t%, ••.>"'j\ 
t\y • • • > ^ï'i / 

Tout d'abord, au moyen du théorème IV, nous allons retrouver les 
propriétés bien connues des périodes elliptiques [\k et 2.ik . A cet 
effet, j'emploierai la représentation uniforme de ces quantités consi- 
dérées comme fonctions du module, représentation donnée par La- 
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guerre et qui résulte de l'identité suivante : 

cette identité a lieu à l'extérieur de toute la partie positive de l'axe 
des a?, comptée depuis une distance de l'origine égale à l'unité. 

Appliquons à l'intégrale double, que nous venons d'obtenir, le théo- 
rème IV après avoir mis k(z) sous cette forme 



'<^'=U/V 



dx dy 




dx dy 

Ici, dans la dernière intégrale double que nous venons d'obtenir, 
on a 



x^y^\J{i — x^)i,\—y^) ^'V 

Or, lorsque x et y prennent toutes les valeurs réelles entre o et i, 



x*/«V/(i-a;*)(i-y^) 

est une quantité réelle de signe constant; de plus, la ligne de discon- 
tinuité de l'intégrale est l'ensemble de points définis par z — -^> 

X y- 

oixx et y varient entre o et i ; c'est donc la portion de l'axe des quan- 
tités réelles, s'élendant de l'unité à l'infini positif. D'où cette proposi- 
tion connue : 

Les fonctions k(z) et k\z) ne peuvent s'annuler, à V extérieur de leur 



coupure respect i^^e -h i .,.-+- ce et o .. , — x), que pour des valeurs infinies 
du module z. 
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Comme corollaire des propriétés de k{z) et de k'{z)^ nous retrou- 
vons ce théorème : 

ik' 
La fraction -7- ne peut s'annuler, à rextérieur de ses coupures 



-H1...-H00 e/o...— 00 que pour des valeurs infinies du module. 

Voici quelques propriétés des intégrales hypergéométriques, qui se 
rattachent bien simplement au théorème IV. 

Je considère les intégrales 5(3), où les limites sont 1 et -h 00, 

OÙ a>— I, è>— I, X>— I, a-i-è4-X< — I, ce qui entraîne 
— I <X< I. De plus, nous supposerons X négatif, c'est-à-dire com- 
pris entre — i et o. 

Par le changement de variable w = -> nous ramènerons les limites 
à être i ou o; 5(5) s'écrit ainsi : 

L'intégrale ô(z) admet une représentation uniforme, que nous 
obtiendrons par l'identité rappelée précédemment : 

(i-^^) -— ;r"j[ (i-zxy) (o<A<i). 

Nous arrivons ainsi à l'expression uniforme de 5 (s), 

expression valable en dehors de la portion 1 . . . -f- oo de l'axe des quan- 
tités réelles. 

En dernier lieu nous avons cette identité 

J(5) — -h 






D. 8 
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Commey"'(i — j')-^r^'*^^^"^'^(i — /)* conserve un signe constant 
pour toutes les valeurs (le / et j comprises entre o, i, les conditions 
d'application du théorème IV se trouvent remplies. 

Les intégrales hyper géométriques 

J(3)= / u''{u — 1)^(11 — z)^ du, où — I<X<0, 

ne s' annulent Jamais en dehors de leur coupure i . . . -f- oo. 

Nous allons continuer Tétude de ces intégrales J(s), en reprenant 
l'expression uniforme 

,, , sinXTU r' r' y-^-^(i — y)-^^t-(^-^^^'^-^*^(i — t)^dydt 



Faisons z = X + 1 Y. En séparant la partie réelle et la partie ima- 
ginaire de J(^)f nous arrivons à cette représentation de J(s) 

_ sinATT r r' r' (i — \ty)y-'^-' (i— j)X^-(a-f^+X-M)(| ^tfdy dt 

r' r' y'^(i^y)'^t-(-^^^'^^')(i^trdydt '\ 
Jo Jo (j-Xtyy-^YU^y^ J' 

Or, comme X est compris entre — i et o, — sinXir est positif; de 
plus tous les éléments qui figurent dans la deuxième intégrale du se- 
cond membre de l'égalité sont positifs; ces deux intégrales sont donc 
essentiellement positives. Ainsi : 

Les intégrales hypergéométnques 

J(5)=: / f^^(M — i)''(m — 5)^ûfM, OÙ 0>X>— I, 

ont leur partie imaginaire de même signe que la partie imaginaire de la 
variable, lorsque la variable décrit des chemins ne traversant pas la cou- 

y 

pure I . . . -h 00. 

Une proposition analogue nous sera fournie par la considération de 
l'intégrale figurant dans la partie réelle de J(5); on voit que pour 
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toutes les valeurs de X inférieures à i, i — Xty est positif; l'intégrale 
double correspondante est par suite positive et, comme — sinXir > o, 
la partie réelle de J(z) est aussi positive. 

Pour toutes tes valeurs de la variable de partie réelle inférieure à i, les 
intégrales hypergéométriques 

J(s)= / u''{u — i)^{u — z)^du, où — i<><o, 

ont leur partie réelle positive, si les circuits que décrit la variable ne tra- 

^ , 

versent pas la coupure î . . . -f- oo. 

Je vais appliquer les théorèmes qui précèdent à l'étude de la série 
hypergéométrique de Gauss à l'intérieur de son cercle de convergence. 
Soit 

F(a,(3,y,5)iz:n- -X^-t-... 

^ «(a + i)...(g4-/?-i)P((3-M)...((34-;p-0 _„ ^ 
i2.../?y(y-M)...(y-h^ — 1) 

la série de Gauss relative aux paramètres a, p, a, où a> p, p>o, 
o <!a<; I. 

Or, à l'intérieur du cercle de convergence de rayon i, on a l'identité 

J, L ly '2.../>y(yH-i)...(y-hp-i) J 

c'est-à-dire 

mais l'intégrale / u^'^(u — x^'^'^du est une quantité positive avec 

la détermination initiale des radicaux que nous avons choisie; ainsi 
les trois propositions énoncées sur les intégrales hypergéométriques 
sont applicables à F(a, p, y, z), puisque l'intégrale du premier membre 
de la dernière identité rentre dans la classe d'intégrales étudiées, car 
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o > — a > — I, et la variable restant à l'intérieur du cercle de con- 
vergence de rayon i de centre l'origine, sa partie réelle est inférieure 
à I. Ainsi : 

La série hypergéométrique de Gauss, F (a, p, y, s), oii y > p, [3 > o, 
o<^0L <^j^ ne s' annule jamais à l'intérieur de son cercle de convergence; 
sa partie réelle garde un signe constant et sa partie imaginaire a le 
même signe que la partie imaginaire de la variable. 

Je terminerai ce Chapitre par l'application du théorème IV aux pé- 
riodes de certaines intégrales abéliennes. 
Soit F(5) une fonction définie par l'intégrale 






sur la surface de Riemann correspondant à la fonction algébrique ii, 
déterminée par l'identité 

où a,, a^, . . ., «A sont des quantités réelles ou complexes représentées 
par des points en ligne droite D. Considérons alors les périodes de 
l'intégrale abélienne relatives aux points a^, .^.^af^ comme fonctions 
dey, et cherchons la distribution des zéros de ces fonctions. Je prends 
une de ces périodes correspondant à deux points consécutifs de l'en- 
semble a^ , flo, . . ., a^ sur D 

F(y) = ./"'$• 
La fonction F (y) s'écrit en remplaçant u par sa valeur 



F(7) 



^^ p dz 

*^«fc V^( - — « i ) . . . ( 3 — a A- ) v/- — / 



Or le radical \/(z — a,)...(z — a^) conserve un argument constant 
quand z varie entre a/^ et a,. 
Faisons de f(y) une représentation uniforme par la formule si sou- 
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vent employée qui donne ici cette identité 

-^ai — atiPr dtdB , , , . , 




t.'^) 



s/(.-«.)...(c-«,)(,-e)9.[.-[^^-^] 



Lorsque z varie entre af^ et a^ ou / entre o et i, le radical 

a un argument constant. Déplus, nous pouvons transformer définiti- 
vement ainsi F(j) : 

1^ , . .n\'^t ^n Ê M l dt d9 

'{y) = 






/ (s-a,)...(s-at)(i-6W ftioi—a^ ^ ^ J 

V ^ l—r—^'"'-^\ 



Notre théorème IV est alors applicable et conduit à ce résultat : 



Etant donnée une intégrale abélienne 



/<^)=/" 



relative à la fonction algébrique m, définie par l'identité 

u^ = {z — ai) . . .{z ^ ak) {z ^ y), 

si les points a^ , a.,, . . . , «a ^ont en ligne droite, les périodes de cette inté- 
grale (qui correspondent à deux points consécutifs a^, Ui de V ensemble a^ , 
a^j, . . ., «A sur la droite D de ces points), considérées comme fonctions de 
y, ne peuvent s'annuler en dehors du segment a^ai de la droite D. 

Je termine ici mon étude préliminaire sur les zéros des fonctions; 
dans cette première Partie je ferai remarquer que j'ai pu caractériser 
certaines classes de fonctions discontinues ou multiformes par une 
propriété de leurs zéros qui leur fût commune et par suite les ratta- 
chât entre elles; seulement par elle-même la méthode géométrique 
que j'ai employée ne peut viser qu'un nombre relativement restreint 
de classes de fonctions. 

Dans la seconde Partie de ce travail, en utilisant le théorème de 
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Cauchy et le théorème III (Chapitre I), je vais parvenir à étendre l'ap- 
plication de mes propositions aux fonctions uniformes quelconques et 
généraliser le problème que je me suis proposé dans la première Par- 
tie. Le problème général que j'ai en vue est le suivant : étudier la dis- 
tribution des valeurs de la variable qui font prendre à une fonction 
uniforme une valeur donnée u. 



SECONDE PARTIE. 

SOR LA DISTIllBUTION DES VALEURS DE LA VARIABLE QUI FONT PRENDRE 

A UNE FONCTION UNE VALEUR DONNÉE u. 



Pour résoudre le problème que j'ai en vue, je m'appuierai sur le 
théorème suivant qui n'est qu'un cas particulier du théorème I (pre- 
mière Partie, Chapitre II) : 

Soit la fonction/ {z) définie par V intégrale 

r'^ m.z)d t 

où H(/,5) etG{t,z) sont des fonctions holomorphes en t et des poly- 
nômes en z de degrés respectifs cl et ^^ les coefficients des termes de degré 
le plus élevé en z de H(^, 5) et G(/, z) étant respectivement A(/) et B(f) 

différents de zéro pour toutes les valeurs de t^ de t^ à t^. Si le rapport 

Kit) 

^ry— est réel et garde un signe constant pour toutes les valeurs de t, entre 

£, et /j, en désignant parC un cercle de surface minima entourant les 

pôles et zéros de , '^\ lorsque t varie y les zéros de f(z) sont à Vinté- 

rieur d'un cercle concentrique à C, de rayon > R étant le 

sin 77- 

rayon de C. 



I 
/ 
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Considérons une fonction uniforme ¥(3) uniquement assujettie à 
avoir toutes ses discontinuités à distance finie; de plus, pour des va- 
leurs infinies de 5, F(z) prend une valeur Aq. Déterminons un 
cercle C aussi voisin qu'on le veut, mais ne le coupant pas, du con- 
tour convexe minimum entourant les discontinuités de F(s). D'après 
le théorème de Cauchy, F(5) étant holomorphe en dehors de C et pre- 
nant la valeur A^ sur le cercle de l'infini, on a l'identité 

¥(a;)dx 



2'i:iJ x — z 



pour toutes les valeurs de 5 à l'extérieur de C supposé parcouru dans 
le sens indirect, c'est-à-dire en laissant son aire à droite. 

De l'identité précédente, nous déduisons qu'en dehors du cercle C 
(à l'extérieur), les valeurs de s, qui font prendre à F (2) la valeur w, 
sont données par l'équation 

I rY{x)dx 
a=:AoH . I ) 

ITZlJç^ X — Z 

qui s'écrit encore 

^^Jq X — Z 

en faisant a? = a -+- Re*^, R étant le rayon du cercle C et a son centre. 
Or 



. (Ao-«) C , 



L'équation (I) devient 

Dans l'intégrale du second membre, donnons à d<f une valeur con- 
stante; de plus, divisons tous les termes de l'intégrale par Ag — u; 
l'équation en z s'écrit définitivement 



(II) 
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z ^x -\ — — 

Or, les quantités ^^ — sont des fractions rationnelles 

en 5, telles que, ar ou ç variant, la différence des degrés du numératejLir 
et du dénominateur est constante : c'est zéro; de plus, le rapport des 
termes en z est Tunité. Nous pouvons alors appliquer le théorème 
mentionné en tète de cette seconde Partie. Ici l'ensemble des pôles 
des fractions rationnelles considérées, lorsque ç varie, est le cercle C; 
l'ensemble des zéros est défini par 



s =a: -h 



Ao — w 



Désignons par M le module maximum de F(z) sur le cercle C; 
nous voyons que les zéros seront à l'intérieur d'un cercle concen- 
trique à C et de rayon R f i 4- . . _ — : ] ; par suite, les zéros de l'équa- 
tion (II), ou encore les valeurs de s qui font prendre à F(:;) la valeur 
u sont déterminées par ce théorème : 

Théorème I. — Soil F (-s) une fonction uni/orme pour laquelle le point 
à V infini est ordinaire; traçons un cercle Ça entourant toutes les disconti- 
nuités de F(:;) et d'ailleurs aussi rapproché quon le veut du contour con- 
vexe minimum entourant les discontinuités; appelons M le module maxi- 
mum deY(z) sur C, R étant le rayon de ce cercle. Les valeurs de c, pour 
lesquelles V(z) prend une valeur m, sont à r intérieur d'un cercle con- 
centrique à C et de rayon 

R V2| l-h r-T 



A étant la valeur de f(z) à r infini. 

Remarque. — Pour abréger l'énoncé des théorèmes qui vont suivre 
j'entendrai par cercle de surface minima entourant un ensemble de 
points, un cercle aussi rapproché qu'on le veut du contour convexe de 
surface minima entourant ces points, mais ne rencontrant pas ce con- 
tour. De même, pour simplifier le langage, je désignerai par points 
singuliers, les pôles ou les discontinuités essentielles. 

Le théorème I peut se mettre sous une autre forme qui nous sera 
utile par la suite : 

Théorème II. — Une fonction F (z) uniforme et pour laquelle l'infini 
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est point ordinaire, est donnée par ses valeurs sur un cercle C à l'exté- 
rieur duquel la fonction est holomorphe. La fonction ^{z) prenant à 
r infini la valeur \, M désignant le module maximum de Y{z) sur le 
cercle C de rayon R, les valeurs de z^ pour lesquelles Y{z) prend la valeur 
//, sont à rintérieur d'un cercle concentrique à C et de rayon 



"V-C-nf^i) 



Du théorème II nous pouvons déduire une réciproque qui permet, 
en particulier, d'établir une distinction entre les fonctions uniformes 
et les fonctions' non uniformes : 

Corollaire. — Soit Y {z) une fonction donnée par ses valeurs le long 
d'un cercle C de rayon R ; désignons par M son module maximum sur C. 
Si, pour des valeurs z s^ éloignant à V infini dans une direction a, F(5) 
tend vers u^, et si l'on peut troui^er une quantité Wj différente de u^^ telle 
qu'il y ait au moins une valeur de z, Z2 en dehors d'un cercle T concen- 
trique à C et de rayon R y^( i -f- j — — — r j» qui fasse prendre à F(z) la 

valeur u,2 : 

i^ La fonction F(z) étant uniforme et régulière à V infini admet néces- 
sairement des points singuliers à l'extérieur de C ; 

2® La fonction ¥(z) étant uniforme et n ayant pas de discontinuités 
à distance ^nie en dehors de C, admet nécessairement le point à V infini 
comme pôle au point singulier essentiel; si u^ est fini, V infini est point 
singulier essentiel; 

3® La fonction F(:;) n'ayant pas de points singuliers à distance finie 
ou à V infini en dehors de C ne peut être uniforme. 

En effet, dans le premier cas, si F(5) n'admet pas l'infini comme 
pôle ou point singulier essentiel, en supposant qu'il n'existe pas de 
discontinuités à distance finie à l'extérieur de C, la fonction est holo- 
morphe en dehors du cercle C; comme elle prend la valeur w, dans 
une direction, elle prend cette valeur dans toutes les directions. Le 
théorème I est alors applicable et la fonction F(z) ne peut prendre la 
valeur u,y qu'en des points z^^ à l'intérieur du cercle F concentrique à 

C et de rayon Ry^a ( i 4- j y )> ce qui est en contradiction avec 



"s— "1 



D. 
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les conditions auxquelles F(z) satisfait dans le corollaire. Il est donc 
nécessaire qu'il existe des discontinuités à distance finie à l'extérieur 
du cercle C. 

Dans la seconde hypothèse la fonction F(z) est uniforme et de plus 
est holomorphe sauf à l'infini à l'extérieur de C; si l'infini était point 
ordinaire pour ¥(z), cette fonction prendrait en ce point la valeur a^, 
et les valeurs ;;2 de z pour lesquelles sa valeur est Mj, seraient à l'inté- 
rieur d'un cercle T concentrique à C de rayon R y/^ (^ i + - — -- — :], 

ce qui amène une contradiction avec les propriétés de Y(z) dans le 
corollaire. 

Enfin, dans la troisième Partie, la fonction F{z) étant finie pour des 
valeurs de z infiniment grandes a pour valeur m, à l'infini, si elle est 
uniforme autour de ce point; puisque f(z) n'a pas de points singu- 
liers en dehors de C, en la supposant uniforme, il n'existerait pas de 
valeurs -s^ de la variable faisant prendre à cette fonction la valeur u^ 
en dehors du cercle F. Ainsi F(:;) ne peut être uniforme. 

2. Nous allons maintenant étudier le problème de la limitation des 
régions du plan où une fonction peut prendre une valeurs, dans le 
cas d'une fonction uniforme quelconque. Nous nous servirons à cet 
effet du premier théorème (théorème I). Considérons les transforma- 
tions définies par les égalités 

(l) <3— -arzx, 

(.) -=^- 

Soit alors F(:;) la fonction uniforme sur laquelle nous raisonnons; 
nous aurons les identités 

Dans une région du plan de la variable complexe z, où ¥(z) est 
holomorphe, traçons un cercle C (de rayon R, de centre P) sur lequel 
la fonction prend un module maximum M. Nous donnerons alors à a la 
valeur de l'afTixe de P, dans la transformation (i). Décrivons de P(a) 
comme centre, un cercle E ayant pour rayon la distance de P à la 



I 
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discontinuité la plus voisine de ce point. Par la première transforma- 
tion, le cercle C se change en un cercle égal Cx dont le centre est l'ori- 
gine 0. Le cercle E se transforme en un cercle égal de centre à 
rintérieur duquel est C^.. Dans la seconde transformation, prenons 
Y = R^; celle-ci équivaut à une inversion de pôle 0, la puissance d'in- 
version étant R^, suivie d'une symétrie par rapport à l'axe des quan- 
tités réelles : ainsi, le cercle C^ se change en lui-même et Cy n'est autre 
que Cj.. Les points à l'extérieur de C^^ et, a fornori, les points k 
l'extérieur de Ej., parmi lesquels se trouvent les discontinuités 
de ?(ic), se changent en points à l'intérieur de C^,. Considérons alors 
la fonction uniforme $(7); tous ses points singuliers sont à l'intérieur 
de Cy sur lequel elle prend un module maxfmum M; le théorème II est 
donc applicable à 0(j) et les valeurs dey pour lesquels cette fonction 
prend la valeur // sont à l'intérieur d'un cercle Ty concentrique à 

l'origine, de rayon R\/2 i 4- -r^^i — j ' ^ étant la valeur de ^(y) pour 
y infini, c'est-à-dire F(a). 

Revenons maintenant au plan des œ et, ensuite, au plan des z; le 
cercle C^- se change en lui-même Cj^; le cercle Ty se transforme en un 

cercle F^ concentrique à et de ravon ——^ r? r; enfin les- 

seuls valeurs de z pour lesquelles F{z) peut prendre la valeur u sont à 
l'intérieur du cercle F concentrique à C et de rayon — y rj 

V \F((x)—u 

OÙ M est le module maximum de f(z) sur le cercle C. Nous sommes 
. ainsi conduits aux propositions qui suivent : 

Théorème III. — Une fonction F(z), uniforme, est donnée par ses 
valeurs le long d'un cercle C de rayon R; soit M son module maximum 
sur C . Soit 






)^? 



(ofi z = a -h Re'^, a désignant Vaffixe du centre C). La fonction F(5) 
étant holomorphe à l'intérieur de C ne peut prendre une valeur donnée u 

qu'à l'extérieur du cercle F concentrique à Cet de rayon 



v^^('-^[r^) 
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Ce Ihéorèine est applicable à toute région circulaire où F(:î) est 
liolomorplie; voici une autre forme de la proposition qui précède; elle 
mène à un théorème général sur la continuité : 

Théorème IV. — Etant donnée une fonction uniforme quelconqueY (^z), 
lorsquen un point P, au voisinage duquel la fonction est holomorphe, 
F(:;) prend une valeur A différente d*une quantité u, on peut fixer un 
cercle F à l'intérieur duquel, certainement, F(:;) n'atteindra pas la va- 
leur u ; soit C un cercle de centre P de rayon R inférieur à la distance de P 
au point singulier le plus voisin, M étant le module maximum de ¥(z) 
sur ce cercle. Le cercle cherché F est concentrique à Ç* et de rayon 
R 



>'^(-n^, 



Le théorème III est susceptible de fournir des renseignements sur la 
position des points singuliers de fonctions uniformes données par 
leurs valeurs sur un cercle : 

Théorème V. •— Etant donnée une fonction uniforme F(:î), par ses 
valeurs le long d'un cercle C de centre ol^ de rayon R, soit M son module 
maximum sur C. En désignant par A l'intégrale 

.27: 

do 



A..±j- F(.)^ç 



(o(i z = OL -{- Re'^9 F(:;) lorsque ç varie, prenant les valeurs données sur 
le cercle), si l'on peut trouver une quantité u différente de A telle quil 
existe au moins une valeur de z, z^ à l'intérieur d'un cercle F concentrique 

à C et de rayon —-- ^. — ^ , qui fasse prendre à F(z) la valeur w, la 

fonction ¥ (z) a certainement des points singuliers dans C. 

En effet, si F(^) n'avait pas de points singuliers dans C, d'après le 
théorème III, il n*y aurait aucun point a l'intérieur de F faisant 
prendre k F(s) la valeur w, puisque A serait alors la valeur de F(:;) 
au centre de C; ainsi, comme A est différent de u, z^ serait forcément 
en dehors de F. 

Le théorème III admet un corollaire analogue à celui du théorème 11; 
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on peut ainsi établir une nouvelle distinction entre les fonctions uni- 
formes et les fonctions multiformes : 

Une fonction F (s) est donnée par ses valeurs le long d'un cercle C de 
rayon R, de centre a; désignons par M son module maximum sur C. La 
fonction F(z), noyant pas de points singuliers à l'intérieur de C, 
A représentant l'intégrale 

A = 



= iX F(.)^, 



(^oà z = QL-h Re'^), si l'on peut trouver une quantité u différente de A 
telle qu'il existe au moins une valeur de z^z^ à V intérieur d'un cercle V 

concentrique à C de rayon — -; r. — r j qui fasse prendre à F(s) la 

valeur u, onpeut affirmer que F(3) n est pas uniforme, 

La démonstration de cette proposition est immédiate; si F(w) était 
uniforme, A serait sa valeur au centre du cercle et, d'après le 
théorème 111, il n'y aurait aucun point à l'intérieur de F faisant 
prendre à F(^) la valeur u différente de A. 

3. Nous allons appliquer les théorèmes généraux du paragraphe 
précédent à l'étude particulière des fonctions entières. 

M. Picard a montré l'impossibilité de l'existence de deux nombres 
a et i pour lesquels F(2) = a et F(s) = è n'aient aucune -racine. 
Ainsi, Tune des deux équations a au moins une racine; M. Picard a 
complété ce résultat en faisant voir qu'il y avait alors une infinité de 
racines : nous nous proposons de déterminer leur position possible 
suivant la valeur de a et b. 

Tout d'abord, voici une première proposition qui n'entraîne de 
propriétés nouvelles, qu*en supposant la fonction entière réduite à un 
polynôme : 

Soit F(:?) une fonction entière donnée par ses i:aleurs le long d'un 
cercle C de rayon R; F(:;) prend un module maximum M sur C, et une 
valeur A au centre de C. // ne peut exister deux nombres a et b pour les- 
quels V équation Y(^z) =z u, quand on remplace u par a et b, n'ait pas 
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de racines à ^extérieur d'un cercle concentrique à C de rayon 
R 



v^O-^lX^) 



En effet, dans le cas d'un polynôme ¥(z), l'équation Y(z) = u a au 
moins une racine, puisque la fonction ne se réduit pas à une constante ; 
de plus, cette racine est à l'extérieur d'un cercle F concentrique à C 

et de rayon —^ ^ — ^>.sauf, peut-être, pour m = A. 



A — u 

Si la fonction entière F(z) est transcendante, sauf pour une valeur 
d'exception, l'équation ¥(z) = w a toujours des racines, et en nombre 
infini; par suite, la même conclusion subsiste. 

La proposition précédente peut encore se mettre sous cette forme : 

Une fonction entière F(5) donnée par ses valeurs le long d^un cercle C 
de rayon R, prend un module maximum M sur C, et une valeur A au 
centre de C II ne peut exister deux valeurs de u, a et b pour lesquelles 
l'équation F(js) = u ait des racines à l'intérieur d'un cercle concentrique 

à Ça de rayon 



v^O+ir^i) 



Nous avons supposé la fonction F(z) déterminée par ses valeurs sur 
un cercle; mais la représentation la plus simple d'une fonction entière 
est le développement en série suivant les puissances croissantes de la 
variable. Pour me conformer à cette remarque, je reprendrai l'étude 
des fonctions entières sur leur développement en série de Taylor. 

Ainsi F(5) est donnée par la série 

Nous prendrons comme cercle C, un cercle concentrique à l'origine, 
de rayon R. Le module maximum de F(z) sur C, aura pour limite 

supérieure 

M — |Ao|4-|A,|R4-...4-lA„lR'*-h..., 

OÙ |Ao|, |A,|, . .., |A;,|, . . . sont les modules de Ao, A, A^». La 

seconde de nos propositions sur les fonctions entières peut ainsi 
prendre une nouvelle forme. 



1.1 



I 
» 

1 
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Soit F(z) une fonction entière donnée par la série 

F(5) = Ao-H A,5-i-. ..-f. An^^H-. ..; 



/I = 0» 



désignons par M la quantité 2 | A„ | R". Il ne peut exister deux valeurs 



l/= 00 



de w, a et è, pour lesquelles l'équation Y(^z) = u ait des racines à l'inté- 
rieur d'un cercle concentrique à l'origine et de rayon 



R 



4. Le théorème III nous permettra d'étudier avec facilité les inté- 
grales des équations différentielles au voisinage de leur valeur ini- 
tiale. 

Tout d'abord, considérons l'équation différentielle^ 

la fonction /(^> j) est holomorphe lorsque x reste à l'intérieur d'un 
cercle Co de centre x^, de rayon a, et y à l'intérieur d'un cercle C|, de 
cercle jo> de rayon b. Il existe une intégrale, et une seule, qui, pre- 
nant la valeur jo pour x = x^, est holomorphe au voisinage de x^. 

Quand les variables restent à l'intérieur de leur cercle respectif, 
f{x,y) prend un module maximum M, et l'intégrale y qui, pour 
X = Xq, a la valeur jo est holomorphe dans un cercle Fq de centre x^, 

de rayon la plus petite des quantités a et ^; ainsi, désignons par R 

le rayon de Fq; à l'intérieur de Fo, /(x,y) a un module inférieur à M, 
et la fonction j a un module plus petit que | jo | -^ ^- Ces propriétés 
subsisteront sur un cercle aussi rapproché de Fq qu'on le veut. Le 
théorème III sera d'une application immédiate : 

Étant donnée l'équation différentielle 
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soit y une intégrale qui, pour x = Xq, prend la valeur y^, /{^^y) 
ayant un module maximum M lorsque x reste à V intérieur du cercle 
de centre x^y de rayon a, y variant à l'intérieur d'un cercle de centre y ^^^ 

de rayon b; désignons parR la plus petite des quantités a et ^* A l'inté- 
rieur de son cercle de convergence de centre x^^ la fonction y ne peut 
prendre la trieur u quà r extérieur du cercle T concentrique à x^^ et de 

rayon 

R 



V/2 IH- p-îî-i 

A l'intérieur du cercle de convergence de l'intégrale y considérée, 
le module de 7 est inférieur à |jo| +■ ^î îl en est de même à l'intérieur 
du cercle de centre x^, de rayon R — £ et sur ce cercle lui-même, 
£ étant d'ailleurs aussi petit que l'on veut. Ainsi, dans Ténoncé, pour 
être rigoureux, il faut dire que la fonction y n'atteint la valeur u qu'à 
l'extérieur de F ou sur F. 

Plus généralement encore, nous pouvons définir y par un système 
d'équations : 

Etant donné le système 

dyi 



dvi- 

j —~Jk\'^\y y 19 • • • f yAy ■ • • > Xn }> 
• y 

^ ^^^^y «v-^n y 19 • • • > yk9 ' ' • 9 yn)9 



soit y/f r intégrale satisfaisant à ce système, qui prend la valeur y^^ pour 
X = Xq, les fonctions f^^ - * ^o fk^ - ^ "» fn ayctrit un module maximum M 
lorsque x reste à V intérieur d* un cercle de centre x^^ de rayon «, y,, 
y 29 ...»/a» •••»yrt variant respectivement dans les cercles de centres 
yr » Ja" »•••' y* '♦•••' 7/»*' ^^ ^^ ^(^yon t. si ^ désigne la plus petite des 

quantités a et ^9 à r intérieur de son cercle de convergence de centre x^^. 
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l'intégrale y f^ ne prend la valeur u que sur le cercle T ou à l' extérieur du 
cercle T concentrique à x^ et de rayon 

R 



^(-1^') 



5. Je me propose, pour terminer ce travail, d'esquisser très som- 
mairement une classification polaire des fonctions F(5) pour les- 
quelles il existe m valeurs que ces fonctions ne puissent prendre; 
ainsi F(s) = u n'aura pas de racines pour m = a,, ..., m = a,„; ces 
quantités a,, a^, ...,«;„ seront alors désignées sous le nom de va- 
leurs d'exclusion. 

M. Picard a donné ce théorème, qu'une fonction entière ne peut 
avoir plus d'une valeur d'exclusion a< ; dans le cas spécial d'un poly- 
nôme, c'est-à-dire d'une fonction entière admettant l'infini, il n'existe 
aucune valeur d'exclusion. De plus, lorsqu'une fonction qui admet 
rinfini comme singularité essentielle ne possède, à distance finie, que 
des pôles, M. Picard a montré qu'il y a au plus deux valeurs a,, «o. 
On est ainsi bien naturellement amené à penser qu'il y a un lien 
étroit entre le nombre et la position des singularités essentielles et le 
nombre des valeurs d'exclusion de la fonction possédant ces singula- 
rités. 

Dans les études que nous venons de résumer, on part de l'ensemble 
des discontinuités et l'on en déduit le nombre possible des quantités a; 
je vais suivre une marche inverse : je suppose connu le nombre de 
valeurs d'exclusion et je cherche à définir l'ensemble des points sin- 
guliers. 

Soit d'abord Y{z) qui ne possède qu'une valeur d'exclusion a,. 
Posons 



F(5)~a/ 



/(s) a comme seules discontinuités les points singuliers essentiels E 
de F(z). Traçons alors une ligne L entourant une aussi grande por- 
tion du plan que Ton veut; de plus, cette ligne L ne rencontre aucun 
point singulier de F(-s). De chaque point M de L comme centre, avec 
un rayon R inférieur à la distance M au point essentiel E le plus voi- 
D. lo 
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sin, décrivons un cercle C; nous allons déterminer la position des 
pôles de F(5) par rapport à C, de la façon qui suit : aux pôles de V(z) 
correspondent les zéros de /(z) et inversement, puisque F(5) — a, 
ne s'annule jamais. Or, à l'intérieur de C, la fonction /(2) est holo- 
morphe; d'après le théorème III de cette seconde Partie, les zéros de 
/(s) sont à l'intérieur d'un cercle F concentrique à C, de rayon 

R 



^O^îT^l) 



OÙ y est l'affixe du point M centre de C, et M le module de/(5) sur C, 
pris avec sa valeur maximum; lorsque M décrit L, comme sur les dif- 
férents cercles C correspondants, il n'y a pas de points singuliers 
essentiels, les modules maxima M, relatifs à chacun de ces cercles C, 
restent inférieurs h une quantité fixe S, qui est le module maximum 
de /(z) dans l'aire et sur lecontour de l'aire balayée par C; ainsi/(2) 
n'a pas de zéros dans la région S, balayée par un cercle F de centre 
M (y) sur L, le rayon de F étant 

R 

par suite, F(z) n'a pas de pôles dans la région S engendrée par F 
lorsque M se déplace sur L. 

Lorsque F(s) possède des valeurs d'exclusion a,, a^, ..., a^^y il 
existe m régions S^, Sa, ..., 8,^, correspondant à ces valeurs; l'en- 
semble W de ces m régions forme une région d'exclusion de pôles 
pour ¥(z). 

Vu et approuvé : 

Paris, le 12 juin 1897. 

Le Doyen de la Faculté des Sciences, 

G. DARBOUX. 

Vu et permis d' imprimer : 

Paris, le 12 juin 1897. 
Le Vice-Rbgtbur de l'Agadëuib de Paris, 

GRÉARD. 



SECONDE THÈSE. 



PROPOSITIONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ. 



Théorèmes généraux de Galois sur les équations algébriques; appli- 
cation à la résolution par radicaux des équations de degré premier et 
à la construction des polygones réguliers. 

Vu et approuvé : 
Paria, le 12 juin 1897. 

Le Doybn de là Faculté des Sciences, 

G. DARBOUX. 
Vu et permis d'imprimer : 

Paris, le 12 juin 1897. 

Le Vicb-Rscteur de l'Académie de Paris, 

GRÉARD. 



24959 PABIS. — IMPBIHERIB 6AUTHIEB>yiLLARS Et FILS, QUAI DBS GRANDS-AUGCSTllfS, 55. 



\ 



\ 



